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LICZBY NADPIERWSZE 

Streszczenie: Liczby nadpierwsze to liczby pierwsze, których cyframi s� liczby pierwsze. 

Suma tych cyfr równie� jest liczb� pierwsz�. W artykule zostanie opisany przykładowy 

algorytm generowania takich liczb oraz ich zastosowanie. 

 
Słowa kluczowe: Liczby pierwsze, algorytm, zastosowanie liczb pierwszych 

SUPER-PRIMES 

Summary: Super primes are prime numbers whose digits are also prime numbers. The sum of 

these digits must be a prime number. The article will describe an example of an algorithm for 

generating such numbers and their application. 
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1. Liczby nadpierwsze oraz ich wła�ciwo�ci 

Liczba nadpierwsza to liczba naturalna, pierwsza, której cyfry s� liczbami 

pierwszymi. Suma tych licz równie� musi by� liczb� pierwsz�. Składaj� si� one 

zawsze z cyfr 2, 3, 5 i 7. Wła�ciwo�ci takich liczb s� takie same jak wła�ciwo�ci liczb 

pierwszych. Odrzucamy tylko te liczby pierwsze, których suma cyfr nie jest liczb� 
pierwsz�. Jako, �e zbiór liczb nadpierwszych jest podzbiorem zbioru liczb 

pierwszych, to zbiór liczb nadpierwszych jest zbiorem niesko
czonym (według 

Dowodu Euklidesa na niesko
czono�� zbioru liczb pierwszych). W przypadku liczb 

nadpierwszych nie mo�emy mówi� o liczbach bli�niaczych (za wyj�tkiem liczb 3 i 5 

oraz 5 i 7). Ró�nica mi�dzy dwiema nast�pnymi liczbami zaczynaj�c od liczby 7 jest 

liczb� 4 b�d� jej wielokrotno�ci�, co zostanie uwzgl�dnione w algorytmie 

generuj�cym te liczby. 

2. Algorytm generacji liczb nadpierwszych 

Algorytm słu��cy do generowania liczb nadpierwszych zło�ony jest z trzech 

głównych funkcji. Sprawdzaj�cej czy dana liczba jest pierwsz�, zliczaj�cej 

poszczególne cyfry liczby oraz funkcji generuj�cej liczby nadpierwsze. Poszczególne 
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cz��ci tego algorytmu zostan� opisane poni�ej. Na potrzeby artykułu został u�yty 

najbardziej prosty sposób sprawdzania i generowania liczb pierwszych. 

2.1. Funkcja sprawdzaj�ca pierwszo�� liczb 

Poni�ej znajduje si� fragment kodu �ródłowego badaj�cy pierwszo�� liczb: 
 

bool Prime(unsigned long long int n){ 

    if(n < 2){ 

        return false; 

    } 

 

    for(int i = 2; i*i <= n; i++){ 

        if(n % i == 0){ 

            return false; 

        } 

    } 

     

    return true;  

} 

 

Jak wida� powy�ej najpierw sprawdzamy czy dana liczba jest mniejsza od 2, je�eli 

tak to nie jest ona liczb� pierwsz� i zostaje odrzucona. W przypadku kiedy liczba jest 

wi�ksza od 2 sprawdzamy jej pierwszo��, je�eli nie ma ona �adnych dzielników 

wykluczaj�c siebie sam� to nast�puje sprawdzenie czy jej cyfry oraz suma tych cyfr 

równie� s� liczb� pierwsz�. 

2.2. Funkcja sprawdzaj�ca pierwszo�� liczb 

Na pocz�tku funkcja tworzy zmienn�, w której zliczana b�dzie suma cyfr danej liczby, 

która zostaje przekazana do funkcji, aby została poddana zbadaniu. 

 
Bool Sum(unsigned long long int n){ 

    int addition = 0; 

 

    while(n > 0){ 

        if(Prime(n % 10) == false){ 

            return false; 

        } 

 

        addition = addition + n % 10; 

        n = n / 10; 

    } 

 

    if(Prime(addition) == false){ 

        return false; 

    } 

 

    return true; 

} 

 

Zmienna ta została nazwana “addition”. Po stworzeniu zmiennej i przypisaniu jej 

warto�ci 0 zostaje uruchomiona p�tla, w której sprawdzana jest pierwszo�� 
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poszczególnych cyfr liczby. Wykorzystywana jest do tego funkcja z punktu 2.1. Je�eli 

liczba nie spełnia wymogów, p�tla zostaje zatrzymana a funkcja zwraca warto�� fałsz. 

Natomiast gdy cyfra jest liczb� pierwsz� zostaje ona dodana do naszej zmiennej, która 

sumuje poszczególne cyfry. Po sprawdzeniu wszystkich cyfr danej liczby nast�puje 

sprawdzenie sumy tych cyfr. Je�eli nie jest ona liczb� pierwsz� to funkcja zwraca 

warto�� fałsz, a w przeciwnym wypadku warto�� prawda. 

2.3. Funkcja generuj�ca liczby nadpierwsze 

Funkcja generuj�ca liczby nadpierwsze to główna funkcja opisywanego algorytmu. 

Przyjmuje ona nast�puj�c� posta�: 
 

int main(){ 

    unsigned long long int max; 

    cout << "Enter maximum number: "; cin >> max; 

 

    unsigned long long int i; 

    int increment = 1; 

    i = 2; 

 

    while(i <= max){ 

        if(i > 2){ 

            increment = 2; 

        } 

        else if(i > 7){ 

            increment = 4; 

        } 

         

        if(Prime(i) == true && Sum(i) == true){ 

            cout << i << "\n"; 

        } 

 

        i = i + increment ; 

    } 

 

    return 0; 

} 

 

W pierwszym kroku u�ytkownik proszony jest o podanie odgórnej granicy, po której 

algorytm przestaje poszukiwa� kolejnych cyfr. Krok ten nie jest potrzebny, 

najlepszym rozwi�zaniem jest poszukiwanie liczb nadpierwszych bez przestawania. 

W nast�pnym kroku zostaje utworzona zmienna “increment”. Jej celem jest 

przyspieszenie działania programu przy wykorzystaniu wła�ciwo�ci z punktu 1., 

wła�ciwo�ci� t� jest ró�nica poszczególnych liczb nadpierwszych o 4 jej 

wielokrotono�ci. Dla liczb mniejszych b�d� równych 7 warto�� tej zmiennej wynosi 

2. Natomiast od liczby 7 zwi�kszona zostaje ona do liczby 4 ze wzgl�du na to, �e 

ró�nica pomi�dzy kolejnymi liczbami nadpierwszymi jest co najmniej równa 4. W 

kolejnym kroku sprawdzamy czy nasza liczba spełnia warunki bycia liczb� 
nadpierwsz� tj. sprawdzenie pierwszo�ci jej cyfr oraz sumy tych cyfr. Je�eli spełnia 

ona te warunki zostaje wypisana. 
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2.4. Mo
liwo�ci rozwoju algorytmu 

Algorytm ten u�ywa najprostszego sposobu sprawdzania pierwszo�ci liczby b�d� 
generowania liczb pierwszych. Istnieje wiele innych, bardziej zło�onych algorytmów 

pozwalaj�cych przyspieszy� proces generowania liczb nadpierwszych. 

Przykładowym sposobem wydajniejszego sprawdzania pierwszo�ci jest sposób 

przedstawiany w algorytmie Miller’a-Rabina’a b�d� algorytm Fermat’a. Mo�liwe jest 

równie� przyspieszenie sposobu generowania liczb nadpierwszych. Wszystkie liczby 

pierwsze oprócz 2 i 3 maj� posta�:  

F � �� � �� � Y J. 

Pozostałe liczby s� postaci: 

F � �� � W X p X � 

F � �� � W � W�p� � �� 

F � �� � W � p�W� � �� 

S� one podzielne przez 2 lub 3. S� one podzielne przez 2 lub 3 wi�c nie mog� by� 

liczbami pierwszymi. Wygenerowane w ten spos�b liczby sprawdzamy 

podzielnikami nieparzystymi zaczynaj�c od 5 do pierwiastka z p. Zmniejszamy w ten 

spos�b do 1/3 liczb� testowanych liczb. 

 

Sam program mo�emy równie� przyspieszy� wiedz�c, �e liczby posiadaj�ce w swoich 

cyfrach liczby 0, 1, 4, 6, 8 oraz 9 nie s� liczbami nadpierwszymi. Znaj�c t� wła�ciwo�� 
mo�liwe jest zmienienie sposobu generowania liczb pomijaj�c liczby zaczynaj�ce si� 
od powy�szych cyfr tj. 10, 2000 i tym podobne. Pomijaj�c je jeste�my w stanie 

drastycznie przyspieszy� pr�dko�� z jak� generowane s� liczby nadpierwsze. 

3. Zastosowanie liczb nadpierwszych 

Podobnie jak z liczbami pierwszymi liczby nadpierwsze mo�na wykorzysta� w 

kryptologii. Szczególn� zalet� generowania liczb nadpierwszych po przyspieszeniu 

algorytmu jest mo�liwo�� szybkiego generowanie bardzo du�ych liczb 

nadpierwszych.  

Jednym z minusów tego algorytmu jest to, �e pomijane s� ogromne ilo�ci liczb 

pierwszych w trakcie generowania liczb nadpierwszych zwi�zane z ich 

wła�ciwo�ciami. 
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