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STANOWISKO DYDAKTYCZNE WAHADEA ODWROCONEGO
Z NAPEDEM SMIGLOWYM

Streszczenie: W pracy przedstawiono model badawczo-dydaktyczny wahadta odwréconego
z napedem $migtowym. Stanowisko sklada si¢ z fizycznego modelu, uktadu sterowania oraz
aplikacji sterujacej. Do napedu wykorzystano silniki BLDC napgdzajace $migta modelarskie.
Program sterujacy zaimplementowano na platformie Arduino UNO. Model moze by¢
sterowany z wykorzystaniem aplikacji komputerowej jak i sterowany bezprzewodowo poprzez
bluetooth. Aplikacj¢ na komputer napisano w jezyku C# w programie Visual Studio 2019.
W ramach pracy przeprowadzono badania testowe stanowiska

Stowa kluczowe: wahadto odwrécone, regulator PID, stabilno$¢

INVERTED PENDULUM DIDACTIC STAND WITH PROPELLER
DRIVE

Summary: The paper presents a research and didactic model of an inverted pendulum
with a propeller drive. The station consists of a physical model, a control system and a control
application. The BLDC motors were used to drive the modeliled propellers. The control
program has been implemented on the Arduino UNO platform. The model can be controlled
using a computer application and wirelessly controlled via bluetooth. The computer application
was written in C # in the program with Visual Studio 2019. The stand was tested.

Keywords: inverted pendulum, PID controller, stability

1. Wprowadzenie

Wahadto to swobodnie wiszacy pret, przymocowany prostopadle do osi,
umozliwiajacej mu zmian¢ potozenia jednego z koncéw, w plaszczyznie prostopadtej
do osi obrotu, przechodzacej przez konce preta, wzgledem punktu mocowania do osi.
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Srodek ciezko$ci wahadta jest powyzej osi obrotu, dlatego uktad jest niestabilny
i obraca si¢ tak, ze $rodek cigzkosci w spoczynku znajduje si¢ ponizej osi obrotu.
W wahadle odwréconym pozadane jest by $rodek cigezkosci uktadu utrzymywat si¢
powyzej osi obrotu uktadu. Pozadany efekt otrzymuje si¢ poprzez dotozenie do preta
nape¢du oraz urzadzen sterujacych, ktore pozwalaja przeciwdziataé sile grawitacji.
W opisanym w niniejszej pracy modelu wykorzystano sit¢ ciaggu generowang przez
$migta nape¢dzane silnikami elektrycznymi zamocowanymi na ramionach
prostopadlych do preta, przez co uktad przypomina litere T.

2. Model matematyczny

Model matematyczny jest to opis bedacy hipotezg, co do sposobu dziatania uktadu
ina podstawie tego modelu mozna wnioskowaé¢ co do wplywu potencjalnych
zakldcen na stan uktadu. Przy budowaniu modelu matematycznego przyjeto pewne
uproszczenia: pomini¢to mas¢ tacznika gtéwnego (bedacego w osi obrotu), mase osi
uktadu oraz sity tarcia na potaczeniu $lizgowym, silniki wraz ze §migtami i ostonami
przyjeto jako mase skupiona.

2.1. Rownania ruchu

Roéwnania ruchu wyprowadzono uwzgledniajac przyjete zalozenia i oznaczenia
przyjete zgodnie z rys.1.

Rysunek 1. Schemat modelu wahadta odwréconego

Przyjeto oznaczenia:
m, — masa ramienia wraz przewodami zasilajacymi,
m, — masa silnika ze $migtem, ostonami i korpusem mocujacym,
m,, — masa wskaznika (preta bez napgdow),
[} — dlugo$¢ ramienia na ktérym zamontowano silnik,
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> — dlugos¢ wskaznika (preta bez napedow),
6 — kat wychylenia wahadta,
g — przyspieszenie ziemskie,
F;—sita wytworzona przez $migto 1,
F> — sita wytworzona przez $miglo 2.
Roéwnanie réwnowagi momentéw dla uktadu przyjmuje postaé:

%mrllzé +m]l>0 +§mrllzé +m]l8 +%mwlzzé =

= [% m, gl cos @+m gl cos 0) - [% m, gl cos@+m gl cos 9] + 1)
+%mwglz sin@+(F, - F,)1,

Grupujac i redukujac wyrazy podobne réwnanie (1) mozna zapisac:
(% m, +m, j 2176 +%mw1229 = %mwgl2 sin@+(F, - F,), 2)

Przyjmujac oznaczenia:

m=sm e 3
1

m =3, €]
1

my =2 m, &)

F=F -F, (6)

i wstawiajac do réwnania (2) po uporzadkowaniu uzyskuje si¢ rownanie modelu
wahadfa:

(2mlll2 +m2122)9 =m,gl, sin @+ Fl, (7

Dokonujac linearyzacji modelu (7), zatozono ze dla matych wartosci wychylenia
wahadla z polozenia réwnowagi zachodzi zalezno$¢: sin@ 6. Zatem model
zlinearyzowany model mozna przedstawi¢ nastgpujgco:

(2m,0? +m,1,2) 6 = m,g1,0+ Fl, (8)

Przyjmujac zmienne stanu x, =6, x, = 6 oraz wyjscie y =8, zlinearyzowany model

zapisano w przestrzeni stanu:

oo olte )
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0 off

g=_ M8l
2ml* +m,l*
myly T,

gdzie:
(1D

ll
=1 12
2ml* +myl) (12

2.2. Stabilnosé, sterowalnosé i obserwowalnosé¢ ukladu

W celu sprawdzenia stabilnosci rozpatrywanego ukladu na podstawie zapisu
w przestrzenie stanu (9), (10) wyznaczono réwnanie charakterystyczne:

det(sI-A)=0 (13)

det[{s 0}—{0 1D=s2—a=0 (14)
0 s a 0

gdzie: A- macierz stanu,
I - macierz jednostkowa.

Pierwiastki réwnania charakterystycznego (14) wynoszg: s,, = +Ja. Aby uktad byt

stabilny [3] wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego muszg leze¢ w lewej
polptaszczyznie zmiennej zespolonej. Aby warunek ten byt spetniony a<0.

m,gl,

— 392 < 15
2myl? +myl,? (1

Warunek ten nigdy nie bedzie spelniony, gdyz licznik jako iloczyn masy,
przyspieszenia i diugosci bedzie zawsze dodatni i jednocze$nie mianownik tego
utamka jako suma iloczynéw czynnikéw dodatnich zawsze bedzie dodatni. Zatem
uktad jest niestabilny.

Obserwowalno$¢ jest wtasnoscig uktadu sterowania, ktoéra stwierdza, czy jest
mozliwe okreslenie wewngtrznego stanu obiektu, na podstawie odczytu sygnatu
sterujacego oraz odczytu sygnatu wyjsciowego. Obserwowalno$¢ okresla zdolnos¢ do
obserwowania stanu uktadu. Macierz obserwowalnosci M, dla badanego uktadu:

M_C 16
o= ca (16)

gdzie: C - macierz wyj$cia.
Podstawiajgc macierze C i A z réwnan (9) i (10) otrzymuje si¢ macierz
obserwowalno$ci:

M_Ol 16
= (16)



Stanowisko dydaktyczne wahadta odwréconego z napedem $migtowym 315

Macierz M, jest macierzg drugiego rz¢du oraz wyznacznik tej macierzy jest rdzny od
zera, (det Mo=1), zatem badany obiekt jest obserwowalny [2], [3].
Uktad jest catkowicie sterowalny jesli dla macierzy sterowalno$ci (17), rzZMce=n, k<n.

MC:[B AB A’B - A”'IB] (17)

Macierz sterowalno$ci i jej wyznacznik dla analizowanego uktadu wynosza:
0 b )
M, = , detM, =-b (18)
b 0

Wyznacznik Mc jest ré6zny od zera. Rzad macierzy sterowalno$ci rozpatrywanego
uktadu n=2, a liczba wierszy k=2. Warunek konieczny sterowalnosci [1] jest wiec
spelniony. Uktad jest sterowalny.
Analiza modelu matematycznego badanego ukladu wykazata Ze obiekt jest
niestabilny, obserwowalny i sterowalny. Mozna wigc zbudowa¢ taki uktad regulacji,
ktéry zapewni stabilno$¢ uktadu.

3. Model wahadta

Przystepujac do budowy modelu dydaktycznego przyjeto zatozenia:

Rozmieszczenie napedéw w jednej osi, prostopadle do ramienia gtéwnego

(wskaznikowego), po obu jego stronach, w rownej odlegtosci, tak, aby uktad

w spoczynku przypominat liter¢ T (rys.1.).

- zamocowanie wahadla do obrotowej osi, prostopadlej do ptaszczyzny utworzonej
przez ramiona wahadla,

- zasilanie silnikow przekazywane przez potaczenie §lizgowe usytuowane na osi
obrotowej,

- zabezpieczenie wirujacych $migiet ostonami,

- obudowa ukladu sterowania i zasilania zwarta, kompaktowa, transparentna,

- mocowanie calego urzadzenia w pozycji wiszacej (ptaszczyzna ramion
ro6wnolegta do ptaszczyzny zamocowania),

- mozliwo$¢ tatwego montazu i demontazu ramion urzadzenia w celach
transportowych,

- wyposazenie urzadzenia w tatwy do programowania uktad przetwarzania danych,

- mozliwo$¢ sterowania urzadzeniem na kilka sposobéw, w tym zdalnie,

- wyposazenie modelu w interfejs umozliwiajacy zmian¢ nastaw regulatora oraz
zapisu wielkoSci pomiarowych.

3.1. Konstrukcja wahadla

Konstrukcja gléwna urzadzenia zbudowana zostata ze stopu aluminium oraz
tworzywa sztucznego. Obudowe zasilacza, uktadu sterujacego, enkodera i polaczenia
slizgowego wykonano z przezroczystego tworzywa Plexiglas, obrabianego re¢cznie.
Ramiona poprzeczne, na ktérych zawieszono napgdy zbudowano z rurek
aluminiowych, rami¢ gtéwne (wskaznikowe) oraz o$ z rurki aluminiowej. Element
taczacy ramiona i 0§ zostat wydrukowany z tworzywa PLA na drukarce 3D wedtug
projektu przedstawionego na rys.2. Modele elementéw przeznaczonych do druku 3D
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wykonano w programie Autodesk Inventor Professional 2019. Z tworzywa
sztucznego zostaty rOwniez zaprojektowane i wydrukowane ostony §migiet (rys. 3)
oraz uchwyty silnikéw BLDC (rys. 4.).

Rysunek 2. Model tgcznika osi wahadta z ramionami [4]

Rysunek 3. Model ostony smigiet [4] ~ Rysunek 4. Model uchwytu silnikéw [4]

3.2. Uklad napedowy i zasilanie

Z racji tego ze wahadlo wykonuje obroty wokét osi, klopotliwym stalo si¢
przeniesienie zasilania silnikéw od uktadu zasilajagcego do silnikéw. Kazdy z silnikéw
wymaga doprowadzenia trzech przewodéw zasilajacych. Dostgpne na rynku
polaczenia $lizgowe sg drogie. Wykonano wigc projekt potaczenia $lizgowego (rys. 5)
sktadajacego si¢ z tulei izolujacych wydrukowanych na drukarce 3D oraz tulei
miedzianych, wytoczonych pé6zniej na tokarce konwencjonalnej z walka
miedzianego.
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Rysunek 6. Potgczenie Slizgowe [4]

Rysunek 5. Model potgczenia
slizgowego uktadu zasilania
silnikow[4]

Niezbednymi elementami w ukladzie przeniesienia zasilania sg szczotki weglowe
wraz ze szczotkotrzymaczami. Wykorzystano szczotkotrzymacze ogdélnodostepne
jako cze$ci zamienne do elektronarzedzi. Mozliwo$¢ swobodnego obrotu zapewniajg
dwa tozyska samonastawne, ktére stanowig jednocze$nie podpore¢ osi wahadla.
Cato$¢ uktadu potaczenia $lizgowego zmontowano i przytwierdzono do obudowy
(rys. 6).

3.3. Uklad pomiarowy kata wychylenia wahadla

Jednym z wazniejszych elementéw urzadzenia jest uktad pomiarowy polozenia
katowego. Odpowiada on za odczyt potozenia katowego wahadla wzgledem
potozenia poczatkowego. Enkoder obrotowy inkrementalny sktada si¢ z tarczy
zamontowanej w osi wahadla, czujnika szczelinowego, oraz uktadu logicznego
potaczonego z komparatorem tak, aby sygnat wyjsciowy z enkodera byt tatwiejszy do
zarejestrowania przez mikroprocesor.

Do budowy enkodera wykorzystano tarcze i czujnik szczelinowy drukarki
atramentowej, gdyz odpowiednio duza S$rednica tarczy oraz gesto$¢ podziatki
pozwalaja na pomiar kata z duzg dokladnoscia oraz komparator z uktadem LM339,
(rys. 7) tak aby utworzy¢ komparator nieodwracajacy z histereza [5].

+ Vcc

Rysunek. 7. Schemat komparatora nieodwracalnego z histerezq oraz uktad LM339
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Rzeczywisty sygnal wyjsciowy z enkodera ma przebieg sinusoidalny o amplitudzie
wynoszacej okoto 1V, ktéry nie jest jednoznaczny dla uktadu zliczajacego impulsy.
Aby rozwigzac ten problem zastosowno komparator. Jako uktad zliczajacy impulsy
enkodera wykorzystano platform¢ mikroprocesorowa Arduino.

3.4. Uklad regulacji

Za prawidlowe zbieranie, przetwarzanie i wymian¢ danych pomiedzy elementami
uktadu jest odpowiedzialny mikroprocesor ATMEGA 328P firmy Atmel
umieszczony w platformie Arduino Uno. Do niego wysylane sa sygnaly
z komparatora, ktére interpretuje jako zmian¢ wychylenia wahadta. Mikroprocesor
zbiera réwniez sygnaly sterujace z peryferidw, generowane m.in. wciSnigciem
przycisku, nawigzaniem potaczenia z innym urzadzeniem. Jest tez odpowiedzialny za
wymian¢ danych pomie¢dzy urzadzeniem a interfejsem uzytkownika, przez co
urzadzeniem mozna sterowaé, czy tez komunikacj¢ pomiedzy urzadzeniami
wspotpracujagcymi. Jednak kluczowa funkcja tego uktadu z punktu widzenia
automatyki jest sterowanie silnikami w taki sposéb aby wahadto utrzymywato si¢
w gornej pozycji pionowej (lub w innej zadanej).

W uktfadzie regulacji zaimplementowano programowo regulator PID. Platforma
Arduino posiada wbudowang biblioteke dla regulatora PID co znacznie utatwia
programowanie uktadu regulacji. Do poprawnego dziatania nalezy okresli¢ gtdwne
parametry regulatora. Zmienng wejSciowa uktadu jest aktualne polozenie katowe
wahadta, zmienng wyjsciowa jest parametr sterujacy pracg silnikow. Nalezy tez
okresli¢ warto$ci nastaw parametr6w regulatora: K, K; i Ky Nastawy te dobrano
r¢cznie, zmieniajac nastawy parametrow, tak, aby zredukowac¢ oscylacje wahadla do
zadowalajacego poziomu.

3.5. Model fizyczny

Zaprojektowane i wykonane elementy opisane w poprzednich podrozdziatach pracy
[4] po zmontowaniu tworzg fizyczny model urzadzenia (rys.S§).

Rysunek 8. Fizyczny model wahadta odwréconego. Widok ogolny [4]
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Mozna wyrdzni¢ rami¢ gtéwne (wskaznik) wahadta, w pozycji pionowej, ramiona
napeddw z silnikami i ostonami polaczenie osi z ramionami wahadta, element laczacy
ramiona i 0§, obudowe uktadéw elektronicznych.

4. Sterowanie modelem wahadla odwréconego

Urzadzenie zostalo zaprogramowane tak, aby moglo by¢ sterowane na kilka
sposobéw. Dostepne jest sterowanie z panelu przetacznikéw, sterowanie
bezprzewodowe oraz sterowanie przez aplikacj¢ komputerows.

4.1. Sterowanie re¢czne

Sterowanie z panelu przelacznikdw jest realizowane za pomocg trzech przyciskow:
zielonego (g), czarnego (bc) i niebieskiego (b), umieszczonych na bocznej $cianie
wylacznika bezpieczenstwa (rys. 9.).

Rysunek 9. Panel sterowania recznego [4]

Ten interfejs jest zwigzany na stale z urzadzeniem. Praca w tym trybie jest
realizowana w nastgpujacy sposdb: nalezy ustawi¢ wahadlo w dolnym potozeniu
i nacisngé niebieski przycisk, ktérego nacis$nigcie powoduje zapamigtanie
poczatkowego ustawienia katowego wahadta. Wahadto podczas pracy bedzie dazyto
do utrzymania pozycji odwréconej o 180° od pozycji poczatkowej. Naci$nigcie
zielonego przycisku rozpoczyna procedur¢ startowa urzadzenia. Po rozbujaniu
wskaznik wahadta ustawia si¢ w pozycji 180° od potozenia poczatkowego. Uktad
regulacji pilnuje aby wahadlo nie wypadio z potozenia rownowagi. W momencie
wytracenia wahadlta z réwnowagi uklad regulacyjny przywraca wahadio do
wczedniejszego polozenia. Nacis$nigcie czarnego przycisku powoduje zatrzymanie
pracy silnikoéw. W tym trybie pracy nie ma mozliwosci zmiany oczekiwany polozenia
w trakcie pracy.

4.2. Sterowanie bezprzewodowe. Bluetooth

Na potrzeby prezentacji tego sposobu sterowania wykonano bardzo prosta aplikacje
w programie Serial Bluetooth Terminal, zainstalowanym na urzadzeniu z systemem
android. Interfejs tego programu pokazano na rys. 10.

Program do sterowania wykorzystuje przyciski, ktére sa zaprogramowane w taki
sposéb, ze po naci$ni¢ciu wysytaja przez terminal ciag znakéw, ktory jest odbierany
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przez modut i odpowiednio interpretowany. Przycisk ,,start” wysyta polecenie ,,a01;”
co jest interpretowane tak samo jak naci$nigcie zielonego przycisku (opis dziatania
przyciskow w poprzednim podrozdziale) czyli rozpoczyna procedur¢ startowsg.
Przycisk ,,stop” powoduje zatrzymanie pracy silnikdw napgedowych (tak jak przycisk
czarny w trybie sterowania rgcznego), poprzez wystanie polecenia ,,a00;”. Przycisk
»reset” wysytajac komende ,,a02;” resetuje poczatkowe potozenie wahadta (tak jak
przycisk niebieski w sterowaniu recznym.

3 YE . 99% W 16:37

= Terminal 4 8 :
10.00.49.U7 1 uUJIIIC\AIIIg W AIVIFIO ...

16:36:50.074 Connected

16:36:51.047 a01;

16:36:51.727 a00;

16:36:54.065 a02;

start stop  reset kat wyslij katzerowy Kp Kd Ki  zarwierdz

>

Rysunek 10. Interfejs programu do sterowania bezprzewodowego

Sterowanie za pomoca komend terminalowych daje ogromne mozliwosci do
rozbudowy tego interfejsu, posiada jednak pewne ograniczenie. Nie nalezy wysylaé
komend generowanych przez kombinacj¢ przyciskéw i warto§ci w trakcie pracy
urzadzenia. Wystanie czesci komendy powoduje oczekiwanie mikroprocesora na
znak zakonczenia, co zamraza chwilowo system, a wahadlo zostaje na ten czas bez
sterowania. Zmiany parametréw nalezy wigc wykonywaé przy wytaczonym napedzie.

4.3. Sterowanie przez aplikacj¢ komputerowa

W celu fatwiejszej kontroli urzadzenia oraz zwigkszenia funkcjonalno$ci stworzono
w programie Visual Studio 2019 aplikacj¢ komputerowa WaTeHadlo PID, napisana
w jezyku C#, ktéra umozliwia sterowanie urzadzeniem z poziomu komputera,
wymian¢ danych mi¢dzy urzadzeniem a komputerem oraz eksport danych z przebiegu
pracy do pliku tekstowego. Interfejs aplikacji sterujacej przedstawiono na rys. 11.

Po nawigzaniu pofagczenia mozemy uzy¢ przyciskow ,,START”, ,STOP” oraz
-RESET”, ktérych naci$nigcie powoduje odpowiednio start napeddw i systemu
regulacji. zatrzymanie napeddw, resetowanie potozenia wahadta (tak jak w przypadku
sterowania r¢gcznego). Aplikacja daje mozliwo$¢ zmiany warto$ci nastaw parametrow
K,, Kii K; regulatora PID stabilizujacego wahadlo. Zmiany tych nastaw dokonujemy
poprzez wpisanie wartosci w polu ,,NASTAWY” i kliknigcie przycisku ,,Wyslij
nastawy PID”. Jesli komunikacja przebiegta pomys$lnie obok wpisanych warto$ci
w miejscu kresek pojawiag si¢ wczytane wartosci. W tym trybie sterowania zmian
nastaw regulatora mozna dokonywa¢ w dowolnym momencie.
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Rysunek 11. Interfejs aplikacji sterujgcej [4]

5. Badania testowe stanowiska

Po zmontowaniu i zaprogramowaniu wahadta wykonano wiele testow dzialania
urzadzenia w celu wyeliminowania btedéw w oprogramowaniu oraz weryfikacji
poprawnosci dziatania uktadu. Uktad testowano przy réznych nastawach parametréw
regulatora PID z wykorzystaniem wszystkich mozliwych sposob6éw sterowania. Na
rys.12 i rys.13 pokazano przyktadowe przebiegi kata wychylenia wahadta w trakcie
pracy modelu sterowanego przez aplikacj¢ komputerowa. Na rys. 12. przedstawiono
sytuacje, w ktérej wahadlo jest ustawiane do pozycji pionowej (start). Testowanie
pracy wahadla prowadzono réwniez pod katem prawidtowos$ci zmian zadanego
potozenia w trakcie pracy uktadu (rys.13).
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Rysunek 12. Praca uktadu przy K,=3, K4=2 i Ki=1. Rozruch do potozenia 0° (pion)
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Rysunek 13. Praca uktadu przy K,=3, K;=2 i Ki=1. Zmiana zadanego potozenia
podczas pracy

6. Podsumowanie

Model fizyczny zostat tak skonstruowany, ze pozostawia spore mozliwosci
rozbudowy stanowiska i rozwoju projektu. Uktad opisano modelem matematycznym
i zbadano jego cechy. Rozwigzanie rownan rézniczkowych opisujacych uktad moze
stanowi¢ rozwinigcie tego projektu. Stanowisko poddano badaniom testowym.
W uktadzie wykorzystano regulator PID, jednak praca nie obejmowata badania przy
jakich nastawach uktad zachowuje si¢ najskuteczniej. Nastawy regulatora PID zostaly
dobrane metodg inzynierska. Model fizyczny pozwala bada¢ nie tylko wptyw doboru
nastaw regulatora PID, ale réwniez skuteczno$¢ innych regulatoréw: LQR, czy Fuzzy
Logic. Platforma programistyczna pozostawia miejsce na implementacje tego typu
regulatorow. Uklad ma réwniez mozliwo§¢ rozbudowy o cigzarek na wskazniku,
ktéry wraz ze zmiang odleglo$ci od osi bgdzie zmienial potozenie $rodka cigzkosci
uktadu, co moze stanowi¢ podstawe do ciekawych badan. Mozliwosci rozszerzenia
funkcjonalno$ci tego urzadzenia sg bardzo duze.
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