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CHAOS DETERMINISTYCZNY

Streszczenie: Wedlug anegdoty, przestanka do rozpoczgcia pracy nad teoria chaosu byta
przypadkowa obserwacja poczyniona przez Edwarda Lorenza w latach 60. XX w. podczas
pracy nad komputerowym prognozowaniem pogody. W artykule zostanie wyjasnione czym jest
chaos deterministyczny. Zostanie zaprezentowanie rozwigzanie réwnan ruchu, wahadta
podwdjnego dla matych katéw, a nastgpnie przedstawiona implementacja numeryczna
w §rodowisku MS Excel z wykorzystaniem VBA.

Stowa Kkluczowe: II zasada dynamiki, efekt motyla, wspéirzgdne biegunowe, wahadlo
podwdjne, Lagrange, rdwnania Eulera-Lagrange'a, stopnie swobody

DETERMINISTIC CHAOS

Summary: According to the anecdote, the rationale for starting work on the theory of chaos
was an accidental observation made by Edward Lorenz in the 1960s while working on computer
weather forecasting. The article will explain what deterministic chaos is. The solution of the
equations of motion, the double rod pendulum for small angles will be presented, and then the
numerical implementation in the MS Excel environment with the use of VBA will be presented.

Keywords: Newton's second law of motion, butterfly effect, polar coordinates, double rod
pendulum, Lagrange, Euler-Lagrange equation, degrees of freedom

1. Rys historyczny

Lata 60. XXI wieku. Edward Lorenz, amerykanski matematyk i meteorolog pracowat
wtedy nad komputerowym prognozowaniem pogody. Chcac opisa¢ ja w sposéb
matematyczny tworzyl on kilkanascie rownan, w ktérych zawart zwiazki miedzy
ci$nieniem, predkoscia wiatru, temperaturg. W tych czasach w nauce panowat jeszcze
deterministyczny poglad, Zze ,minimalna zmiana warunkéw poczatkowych daje
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w rezultacie proporcjonalnie niewielkie zmiany wynikéw”. Jednakze wedlug
anegdoty po wprowadzeniu jednej z warto$ci poczatkowych do réwnan, w jednym
modelu z doktadno$cia do 5 cyfr znaczacych, a do drugiego z doktadnoscig do 2,
r6znice w wynikach okazalty si¢ znaczace i coraz bardziej odbiegajace od siebie
w czasie, mimo ze dane wejSciowe jedynie jednej zmiennej roznily si¢ o okoto 1/40
— w zasadzie to byla ta sama warto$¢ liczbowa, tylko podana z r6zng doktadnoscia.
Wyniki tego prostego do$§wiadczenia zmienily nasze patrzenie na rzeczywisto$é
i uczynity z Edwarda Lorenza pioniera w teorii chaosu. Podobne ,,do$wiadczenie”
mozna przeprowadzi¢ samodzielnie w arkuszu kalkulacyjnym dla ciagu
geometrycznego:

ap = Ap-19.

Po przyjeciu kryteriow poczatkowych a; =1 i g=05 dla jednego ciagu
i b =1,0001 i g =5 dla drugiego i wygenerowaniu kolejnych wyrazéw dla obu
ciggéw mozna zobaczy¢ juz znaczne rdznice dla 10-tych wyrazéw. Ilustruje to
ponizsza tabela zawierajaca rdéznice wyrazow ciagu a,i by,:

Tabela 1. Roznice miedzy n-tymi wyrazami ciggow a,i b,,.

ktéry wyraz b, —a,
11 997
21 9,53 - 1010
51 8,88 - 103°
71 6,78 - 1042
101 6,31 -10%3

Taka duza wrazliwo$¢ réwnan na mate zmiany parametréw poczatkowych to chaos
deterministyczny. Wg encyklopedii PWN, definicja determinizmu przedstawia si¢
nastepujaco:

,Determinizm to poglad, zgodnie z ktérym zajscie kazdego zdarzenia (zjawiska) jest
wyznaczone jednoznacznie przez zdarzenie (zjawisko) poprzedzajace je w czasie;
stanowi zasad¢ wyjasnienia prawidlowosci i przewidywania zdarzen (zjawisk) [3].”
Natomiast chaos deterministyczny to:

,Nieregularne, nieuporzagdkowane zachowanie si¢ ukladéw deterministycznych,
praktycznie nieprzewidywalne w dtuzszych przedziatach czasu [4].”

Wg definicji determinizmu mozna opisa¢ prawie kazde zjawisko skomplikowanymi
uktadami réwnan rézniczkowych. Nie zawsze istnieje rozwigzanie ogdlne, ale istnieja
metody numeryczne, ktére pozwalaja zasymulowaé zjawisko dla pewnych
parametréw poczatkowych, podanych z dowolng doktadnoscig. Te same metody
numeryczne przez swoja ograniczong dokladno$¢ i niemozliwo$¢ zmierzenia
wszystkiego dokladnie nie pozwalaja opisa¢ uktadéw dynamicznych, bo kazdy uktad,
ktéry zachowuje si¢ nieokresowo jest nieprzewidywalny.

1.1 Chaos deterministyczny dzi$

Powszechnie w popkulturze zjawisko chaosu deterministycznego znane jest pod
nazwg efekt motyla, ktérej nazwa wzigta si¢ od anegdoty, ze trzepot skrzydel motyla
w Chinach moze kilka dni pdzZniej prowadzi¢ do nieprzewidywalnych zmian
pogodowych w USA. To zjawisko obserwowane jest szczegéllnie silne
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w prognozowaniu pogody. Nie mozna jej doktadnie przewidzie¢. Gtéwnie z powodu
niemozliwo$ci doktadnego zmierzenia warunkéw atmosferycznych w danej chwili
i niedoskonatoéci maszyn liczacych. Przez to, nie istnieje doktadna prognoza pogody
na wigcej niz 3 dni, a nawet takiej krotkotrwalej nie mozna w petni zaufac.

Zjawisko chaosu deterministycznego moze si¢ wydawac abstrakcyjne. Pogoda jest
bardzo skomplikowanym przyktadem, ktéry stwarza wrazenie, ze zjawisko nie da si¢
przedstawi¢ w prostszych ukladach. To jest oczywiscie nieprawda. Omawiane
zagadnienie towarzyszy ludzko$ci na co dzien. Bilard i gra w kosci to ilustruja. Mozna
opisa¢ roéwnaniami, ruch kuli bilardowej lub kostki, podczas rzutu jednak niewielka
zmiana sposobu, kata uderzenia w kule lub delikatna zmiana trajektorii lotu kostki
catkowicie zmienia wyrzucong liczbe oczek lub dalsze losy gry w przypadku gry
w bilard. To zjawisko nie jest badane tylko i wylgcznie w naukach matematyczno-
przyrodniczych z ktérych si¢ wywodzi. Roéwniez nauki medyczne, ekonomiczne
i spoteczne sg zainteresowane tym zagadnieniem. Jak wplywa zaburzenie pracy serca
lub mézgu na caty organizm lub jak mate wydarzenie ma wplyw na pdzZniejsza
katastrofe.

1.2 Chaos deterministyczny wokol nas

Zjawisko chaosu deterministycznego mozna zasymulowaé¢ w szkolnej pracowni
fizycznej w postaci matematycznego wahadta podwdjnego lub wahadta zbudowanego
z cigzarka na sprezynie. W tym artykule zostanie doktadnie oméwione matematycznie
wahadlo podwdjne i rozwigzane w oparciu o trzy zasady dynamiki Newtona.

2. Wahadlo podwojne

W niniejszej pracy przez wahadlo podwdjne sg rozumiane dwa wahadta
matematyczne (jedno przyczepione do konca drugiego). Masy zawieszone na nich sg
punktowe, a nici niewazkie, sztywne, nierozciagliwe i nieskretliwe — czyli nici sa
traktowane jak niewazkie prety.

2.1. Wyprowadzenie wahadla

Rozwazmy wahadto matematyczne podwdjne. Taki uktad zbudowany jest z dwoch
punktéw materialnych o masach m, i m,, potaczonych linkami o dtugosciach [; i [,.
Cato$¢ jest umieszczona w jednorodnym polu grawitacyjnym o przyspieszeniu g.
Schemat badanego uktadu przedstawiono na rysunku 1.

Ruch wahadla odbywa si¢ w ptaszczyznie XY. Jako wspétrzedne potrzebne do opisu
ruchu wybrano katy ¢ i 6. Przy czym nalezy pamig¢ta¢, ze zachodzi:

@ = @(t) oraz 0 = 6(t).
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Rysunek 1. Schemat rozwazanego wahadta podwdjnego

W celu znalezienia réwnan ruchu wykorzystano formalizm Lagrange’a.
Niech wspdtrzedne dla pierwszego rOwnania wynosza:

x; =1y sin ¢,

y; = =l cos .
Natomiast dla drugiego wahadta:

x, =1; sing + 1, sin 0,

y, = —lycosp — 1, cos 0,

co tatwo wykaza¢ postugujac si¢ rysunkiem nr 1.
Wspétrzedne predkosci wynosza odpowiednio:

% = Ligpcosp, %, = lipcose+ 1,0cosh,
Y1

Energia kinetyczna T i energia potencjalna V' uktadu wynosza:

Lgsing, y,= Ligsing + 1,0sinf.

T= 1(x1+y1)+ L3 +yi) =
=L llqo +22 (l 24+ 126% 4+ 211,40 cos(p — 0)) =
Elf(p (my +my) + 22 lZGZ +myli L0 cos(p — ),

V = mygy, + mygy, = —(my + m,)gl; cosp —m,gl, cos 6.
Na tej podstawie obliczono lagranzjan uktadu:

L=T-V.

Nastepnie uzyto rownania Lagrange’a:
d oL 9L _
dt 6q1 6q]-

W omawianym przypadku :
q, = @ oraz q, = 0.
Po wykonaniu obliczef, otrzymano rdéwnania, ktére przedstawiono w postaci
wygodnej do obliczen numerycznych:
G = _ g(2my+my) sin @ +gm; sin(p—26)+2m; sin(p—-6)(l1 cos(¢-6)¢ +1292)

211 (m1+my—m; cos?(p—0))
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b= sin(@—8)((m4+m,)(g cos +11p2)+lm; cos(p—0)6?)
N lp(mq+my—m; cos?(¢—6)) ’

Powyzsze rOwnania zostaty zaimplementowane w MS Excel w jezyku VBA.
Istnieje rozwigzanie przyblizone dla matych katéw. Wéwczas korzystajac z szeregu
2

X . . L. . . 2 A
Taylora dla cosx =~ 1 — 5 oraz sinx = x. Mozna wykazaé, ze rozwigzania rownan

ruchu da si¢ przedstawi¢ w postaci [2]:

@) = @o cos(wt +y),
0(t) = 0, cos(wt + 7).

ale nie jest to czg$cig tego artykutu.

3. Implementacja w Microsoft Excel

3.1 Ustalenia — metoda numeryczna

Rozwigzanie numeryczne korzysta z zatozenia stalosci przyspieszenia katowego
w matych okresach czasu dt. Uzywajac rownan ¢ (t) i 6(t) wyliczono wartosci obu
przyspieszen dla danego czasu t nastepnie wartosci ¢ (t), 6(t), @(t) i 8(t) z réwnan
kinematycznych dla ruchu z stalym przyspieszeniem katowym. Oméwiona metoda
moze by¢ zapisana w postaci [1]:

@t +At) = @) + ¢(t) - At,

O(t +At) = 0(t) + 6(t) - At,

et + At) = () + @(t + At) - At,

O(t + At) = 0(t) + 6(t + At) - At.
Przedstawiona metoda jest odmiang prostej metody Eulera i literaturze jest spotykana
pod nazwa ,algorytmu szkolnego”. Oméwiony sposéb wykazuje duza stabilno$é
podczas wielu iteracji.

3.2 Wprowadzanie danych

Dane potrzebne do rozwigzania to: mq, my, 1y, 15, 9o, 8,. Dla wygody uzytkowania
katy podano w stopniach. Rysunek 2 przedstawia pola do wprowadzania danych
w arkuszu kalkulacyjnym. Warto$ci g i dt zostaly przyjete odgdrnie i wynosza

kolejno 10 =i 0,01s.
S

m1 1,0 kg
m2 1,0 kg
11 1,0 m
12 0,5m
fi1 150 stopnie
fi2 180 stopnie

Rysunek 2. Zrzut ekranu z arkusza kalkulacyjnego — tabelka zawierajgca wartosci
poczgtkowe uktadu.
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3.3 Generacja kolejnych polozen wahadla i ilustracji graficznej

Korzystajac z procedury przedstawionej w paragrafie 3.1 sa generowane kolejne
polozenia poczatkdw i konicOw obu wahadet w czasie trwania ruchu. Zauwazmy, ze
wspolrzedne konca sg wspdlne dla obu wahadet i poczatek pierwszego z nich jest
zawsze w poczatku uktadu wspdirzednych.

Pierwsze
X Y
0 0
0,5 0,866025

Drugie
X Y
0,5 0,866025
0,5 1,366025
Rysunek 3. Zrzut ekranu z arkusza kalkulacyjnego — tabelka zawierajgca potozenie
dwoch koncow obu wahadet w chwili t.

Otrzymane dane przedstawiono na wykresie. W celu otrzymania animacji dane
wyjSciowe sg ciggle wypisywane w to samo miejsce, nastgpnie ekran arkusza jest
od$wiezany. Otrzymano w ten sposdb efekt ptynnosci i ruchu wahadta. Rysunek 4 to
wahadto w chwili poczatkowej dla danych przedstawionych na rysunku 2.

Rysunek 4. Zrzut ekranu z arkusza kalkulacyjnego — wykres przedstawiajgcy
wahadfo w stanie poczgtkowym dla parametrow z rysunku 2

Po wiaczeniu animacji potozenia wahadta si¢ zmienia. Na rysunku 5 zaprezentowano
polozenia wahadta po pewnym czasie .
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Rysunek 5. Zrzut ekranu z arkusza kalkulacyjnego — wykres przedstawiajgcy
potozenie wahadta po pewnym czasie.

Na rysunku 6 przedstawiono potozenie poszczegdlnych wahadel dla pierwszych
10 sekund ruchu.

Rysunek 6. Potozenie wahadet
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Na rysunku 6 linia ciagla przedstawiono potozenie pierwszego wahadla
matematycznego, jego torem ruchu jest zawsze fragment okregu, dla wigkszego czasu
animacji potozenia tego wahadta zakreslaja pelny okrag. Linia przerywana prezentuje
polozenie konca drugiego wahadlta. Jego tor ruchu jest chaotyczny
i nieprzewidywalny.

4. Podsumowanie

Analiza dynamiki wahadta podwdjnego, jako przyktadu ukiadu nieliniowego jest
zagadnieniem czasochtonnym. Wyprowadzenie réwnan na przyspieszenie kazdego
z wahadet jest trudne bez zastosowania réwnan Lagrange’a lub innego aparatu
matematycznego. Bez wzgledu no to, jaka droge dojscia do réwnan ruchu si¢
wybierze, konieczna jest kontrola poprawnosci otrzymanych wynikéw. W pracy
zaprezentowano uktad, ktéry byt badany juz przez innych badaczy, jednak gléwnym
celem bylo przedstawienie programu MS Excel, jako narz¢dzia do rozwigzywania
numerycznego rOéwnan oraz zaprezentowania w nim animacji badanego ukladu.
Znaczaca wada, tego programu, jak i kazdego programu obliczeniowego jest
niemozno$¢ obserwacji uktadéw w wigkszej skali czasu, ze wzgledu na ograniczong
doktadno$¢ obliczeniowa uzywanych S$rodowisk. FLatwo$¢ modelowania
numerycznego w MS Excel, sprawia, ze jest to §wietny program dla badaczy, uczniéw
i studentow.
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