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WYZNACZANIE HARMONOGRAMÓW OPTYMALNYCH 

METOD� PODZIAŁU I OGRANICZE� 

Streszczenie: W artykule zdefiniowano problem harmonogramowania produkcji i dokonano 

analizy podstawowej literatury z zakresu metod poszukuj�cych dokładnych rozwi�za� zada� 
harmonogramowania oraz szczegółowo omówiono metod� podziału i ogranicze� do 

wyznaczania harmonogramów optymalnych. Zamieszczono konkretny przykład wyznaczania 

harmonogramu optymalnego z zastosowaniem metody podziału i ogranicze� dla procesów 

wytwarzania cz��ci klasy wałek stopniowany obejmuj�cy cztery wyroby, których obróbka 

realizowana jest na trzech maszynach. 

 
Słowa kluczowe: planowanie produkcji, harmonogramowanie, metoda podziału i ogranicze� 

DETERMINATION OF OPTIMAL SCHEDULES USING BRANCH 

AND BOUND METHOD 

Summary: The article defines the problem of production scheduling and analyzes the basic 

literature in the field of methods searching for exact solutions to scheduling tasks, and discusses 

in detail the branch and bound method for determination of optimal schedules. A specific 

example of determination the optimal schedule with the use of the branch and bound method 

for the production processes was introduced. The processing of parts of the stepped shaft 

includes four products, carried out on three machines was considered in the example. 
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1. Wprowadzenie 

W ramach planowania produkcji rozró�nia si� nast�puj�ce generalne etapy 

planowania: planowanie programu produkcyjnego, harmonogramowanie ogólne, 
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planowanie potrzeb materiałowych oraz szczegółowe harmonogramowanie 

produkcji. Planowanie programu produkcyjnego polega na okre�leniu wielko�ci 

produkcji na podstawie istniej�cych zamówie� klientów, a tak�e na podstawie 

prognozy sprzeda�y oraz stanów magazynowych wyrobów gotowych.  

Harmonogramowanie ogólne obejmuje okre�lenie terminów rozpocz�cia 

i zako�czenia realizacji zlece� na podstawie bilansu zdolno�ci produkcyjnych 

i potrzeb produkcyjnych wynikaj�cych z zaplanowanej wielko�ci produkcji. 

Planowanie potrzeb materiałowych dotyczy przygotowania surowców, materiałów, 

półwyrobów, materiałów pomocniczych i eksploatacyjnych, cz��ci i podzespołów, 

jakie s� niezb�dne do realizacji produkcji. Szczegółowe harmonogramowanie 

produkcji sprowadza si� do podziału zlece� na serie produkcyjne, okre�leniu 

terminów rozpocz�cia i zako�czenia serii produkcyjnych i operacji na podstawie 

czasów obróbki i czasów transportu mi�dzy stanowiskami oraz przypisaniu operacji 

do odpowiednich stanowisk [1-3]. 

Ogólny problem harmonogramowania polega na tym, aby przy uwzgl�dnieniu 

ogranicze� technologicznych – kolejno�ci wykonywania poszczególnych operacji 

w ramach zlece� – ustali� terminy rozpocz�cia i zako�czenia wykonywania operacji 

na poszczególnych maszynach, tak aby minimalizowa� lub maksymalizowa� 
okre�lon� funkcj� b�d�c� miar� jako�ci harmonogramu. Rozwi�zanie tego problemu 

za pomoc� metod analitycznych jest trudne ze wzgl�du na du�� zło�ono�� 
obliczeniow�. Zło�ono�� ta wynika z du�ej liczby wszystkich mo�liwych wariantów 

kolejno�ci operacji wytwarzania cz��ci na maszynach i ro�nie wykładniczo wraz ze 

wzrostem liczby maszyn i przewidzianych do obróbki cz��ci. Optymalne algorytmy 

opracowano tylko dla problemów z jedn� i z dwoma maszynami (np. algorytm 

Johnsona). Jak równie� z trzema maszynami przy zało�eniu, �e czas trwania 

najkrótszej operacji na pierwszej maszynie jest wi�kszy lub równy czasowi trwania 

najdłu�szej operacji na drugiej maszynie (min(p1i) � max(p2i)) albo czas trwania 

najkrótszej operacji na trzeciej maszynie jest wi�kszy lub równy czasowi trwania 

najdłu�szej operacji na maszynie drugiej (min(p3i) � max (p2i)) [2].  

Problemy harmonogramowania produkcji mo�na ogólnie sklasyfikowa� 
uwzgl�dniaj�c nast�puj�ce trzy aspekty systemów produkcyjnych: generowanie 

zada� produkcyjnych, zło�ono�� procesu produkcyjnego reprezentowana przede 

wszystkim przez liczb� operacji produkcyjnych zwi�zanych z wytwarzaniem ka�dego 

wyrobu oraz kryterium optymalno�ci ze wzgl�du na czas realizacji zlecenia [2].  

Maszyny w systemach produkcyjnych, na których s� wykonywane operacje mog� by� 
równoległe, tzn. realizuj�ce te same operacje, albo dedykowane, tzn. realizuj�ce ró�ne 

operacje. W przypadku maszyn dedykowanych wyró�nia si� nast�puj�ce rodzaje 

procesów produkcyjnych: przepływowy (ang. flow shop), gniazdowy (ang. job shop) 

oraz otwarty (ang. open shop) [2]. 

Z punktu widzenia zło�ono�ci obliczeniowej, znakomita wi�kszo�� problemów 

harmonogramowania produkcji nale�y do klasy problemów optymalizacyjnych tzw. 

trudnych [1, 2], dla których nie mo�na skonstruowa� algorytmów optymalizacji 

o zło�ono�ci wielomianowej. Dlatego dla tych zagadnie� usprawiedliwione jest 

stosowanie prostych algorytmów przybli�onych, za� badania ukierunkowuje si� na 

ocen� jako�ci takich algorytmów w sensie „odległo�ci” otrzymywanych rozwi�za� od 

optimum. 

Metody poszukiwania rozwi�za� problemów harmonogramowania szczegółowo 

przedstawiono w pracach [1–6]. Przykładowo w pracy [2] m.in. zamieszczono 
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harmonogramowanie dyskretnych procesów produkcyjnych (szeregowanie operacji 

na pojedynczej maszynie i na maszynach równoległych, harmonogramowanie 

wielooperacyjnego procesu produkcyjnego typu przepływowego metod� podziału 

i ogranicze�, harmonogramowanie wielooperacyjnego procesu produkcyjnego typu 

gniazdowego za pomoc� reguł dyspozytorskich), harmonogramowanie elastycznych 

linii produkcyjnych (z maszynami równoległymi, szeregowanie cz��ci i serii cz��ci 

w linii produkcyjnej z buforami mi�dzyoperacyjnymi), harmonogramowanie 

elastycznych gniazd i sieci produkcyjnych.  W pracy [3] omówiono metody 

poszukiwania dokładnych rozwi�za� zada� harmonogramowania (przeszukiwanie 

zupełne i przeszukiwanie losowe, programowanie całkowitoliczbowe, metod� 
podziału i ogranicze�, algorytmy heurystyczne jednokrotne i koryguj�ce). Du�o 

miejsca przeznaczono na omówienie zastosowania algorytmów ewolucyjnych do 

harmonogramowania produkcji (w tym hybrydowy system harmonogramowania 

bazuj�cy na algorytmie genetycznym oraz na sieci neuronowej). Natomiast w pracy 

[4] w sposób szczegółowy przedstawiono problemy jednomaszynowe (algorytmy 

aproksymacyjne, algorytm C, algorytm blokowy GNZ, algorytmy przybli�one, 

algorytm blokowy ZG), problemy przepływowe (algorytmy dokładne, algorytmy 

przybli�one: priorytetowe, oparte na metodzie redukcji liczby maszyn, relaksacji 

mo�liwo�ci wykonawczych maszyn oraz oparte na metodzie wstawie�), problemy 

gniazdowe (metod� blokow�: metod� podziału i ogranicze�, algorytm Gifflera 

i Thompsona, algorytm Carliera i Pinsona, metod� blokow� z maszynami 

równoległymi, algorytmy konstrukcyjne: priorytetowe, typu wstaw, przesuwanego 

w�skiego gardła). 

Metoda podziału i ogranicze�, oprócz metod heurystycznych, nale�y do najcz��ciej 

stosowanych przy rozwi�zywaniu zada� harmonogramowania i mo�e by� stosowana 

do ró�nych klas problemów [2, 3]. 

2. Metoda podziału i ogranicze	 

W metodzie podziału i ogranicze� ka�demu wierzchołkowi drzewa rozwi�za� 
dopuszczalnych odpowiada harmonogram dla pewnego podzbioru operacji. 

Wierzchołek, to tak�e moment czasu, w którym mo�na wł�czy� w ju� zbudowany 

cz��ciowy harmonogram kolejn� operacj�. Ka�da gał�� wychodz�ca z wierzchołka 

oznacza wybór jednej z mo�liwych operacji. 

Istota metody polega na tym, �e odcina ona pewne gał�zie drzewa rozwi�za� 

dopuszczalnych, przez co obszar poszukiwa� staje si� bardziej ograniczony. 

Wykorzystuje przy tym tak zwane dolne i górne ograniczenie warto�ci funkcji celu 

(długo�ci gał�zi drzewa mo�liwych uszeregowa�). Wygenerowane dot�d najlepsze 

rozwi�zanie okre�la aktualne górne ograniczenie funkcji celu. Na pocz�tku 

przeszukiwania górne ograniczenie funkcji celu jest zazwyczaj generowane za 

pomoc� metod heurystycznych.  Dolne ograniczenie funkcji celu dla ka�dego w�zła 

drzewa przeszukiwa� jest obliczane na podstawie drogi od wierzchołków drzewa do 

aktualnie rozpatrywanego w�zła. Najbardziej rozpowszechnionym sposobem 

generowania w�złów jest metoda przeszukiwania w gł�b. Przeszukiwanie w gł�b 

oznacza wprowadzanie do harmonogramu coraz wi�kszej liczby operacji, co 

zazwyczaj powoduje wzrost warto�ci funkcji celu. Je�eli dolne ograniczenie staje si� 
wi�ksze od górnego, czyli budowany wła�nie harmonogram H b�dzie  na pewno 
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gorszy od zbudowanego wcze�niej harmonogramu H’, to dalsze budowanie 

harmonogramu H, czyli dalsze przeszukiwanie danej gał�zi drzewa, jest 

bezsensowne. Kalkulacja warto�ci dolnego ograniczenia mo�e by� na przykład oparta 

na zleceniach (pracach) lub na maszynach [3]. 

Wyznaczenie harmonogramu optymalnego dla permutacyjnego problemu 

przepływowego FP3" "Cmax wymaga przegl�du drzewa wszystkich uszeregowa� 

cz��ciowych za pomoc� wy�ej omówionej metody. 

Rozwi�zanie problemu sprowadza si� do wyznaczenia permutacji n wyrobów 

{i1,i2,…,in} okre�laj�cej kolejno�� ich wykonywania na poszczególnych maszynach. 

W drzewie rozwi�za� wierzchołki nale��ce do k-tego poziomu (k=1,2,…,n) 

reprezentuj� wyroby, które mog� wyst�pi� dla k-tej poszukiwanej permutacji, za� 
drogi prowadz�ce do nich – uszeregowania cz��ciowe k pierwszych wyrobów. 

Drzewo rozwi�za� buduje si� w nast�puj�cy sposób [2]: 

- z w�zła pocz�tkowego 0 wyprowadza si� n kraw�dzi odpowiadaj�cych 

n mo�liwo�ciom wyst�pienia ka�dego wyrobu na pierwszym miejscu w szukanej 

sekwencji; 

- z ka�dym z n pierwszych wierzchołków zwi�zanych b�dzie (n - 1) pozostałych 

wyrobów, które mog� znale�� si� na drugim miejscu sekwencji, tak wi�c z ka�dego 

wierzchołka l # {1,2,…,n} pierwszego poziomu mo�e wyj�� (n – 1) kraw�dzi; 

- dla ka�dego z otrzymanych w ten sposób wierzchołków drugiego poziomu  

l # {n+1,n+2,…,2n-1} mo�e wychodzi� (n – 2) kraw�dzi odpowiadaj�cych (n – 2) 

pozostałym wyrobom itd. 

Z ka�dym wierzchołkiem k-tego poziomu drzewa rozwi�za� jest zwi�zane 

uszeregowanie cz��ciowe R = {i1,i2,…,ik} obejmuj�ce k uporz�dkowanych wyrobów 

oraz zbiór S = {1,2,…,n}\{i1, i2,…,ik} pozostałych wyrobów. Aby ograniczy� liczb� 
koniecznych do przegl�dni�cia wierzchołków drzewa uszeregowa� cz��ciowych, dla 

ka�dego aktualnie rozpatrywanego wierzchołka wyznacza si� dolne oszacowanie 

LBCmax długo�ci C�max gał�zi drzewa mo�liwych uszeregowa� dla pełnego 

uszeregowania, które mo�na otrzyma� z danego uszeregowania cz��ciowego. 

Rozbudowywane s� tylko takie uszeregowania cz��ciowe, którym odpowiadaj� 
najmniejsze warto�ci dolnych oszacowa� LBCmax. 

Wi�kszo�� znanych sposobów wyznaczania dolnego oszacowania opiera si� na 

rozumowaniu zamieszczonym w pracy [2]. 

3. Sformułowanie problemu i wyznaczenie uszeregowania optymalnego 

Rozpatrywano przypadek systemu produkcyjnego typu przepływowego składaj�cego 

si� z m=3 maszyn, na których wytwarzane s�  n=4 wyroby (zlecenia) (rys. 1).  

 

Rysunek 1. Struktura procesu produkcyjnego typu przepływowego dla 3 maszyn  

i 4 wyrobów 
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Ka�de zlecenie dotyczy okre�lonego wyrobu klasy wałek stopniowany. Przyj�to, �e 

półfabrykatem do wykonania ka�dego z wyrobów b�dzie odkuwka swobodna, która 

b�dzie wymagała realizacji trzech operacji: planowania czół i wykonania nakiełków, 

toczenia i frezowania rowka lub rowków wpustowych oraz r�cznego załamania 

ostrych kraw�dzi rowka (z zaznaczeniem, �e operacja załamania kraw�dzi jest 

wykonywana przez operatora frezarki CNC w trakcie frezowania rowka w kolejnym 

wyrobie). Kryterium celu jest minimum najwi�kszej mo�liwej długo�ci Cmax pełnego 

uszeregowania, a wi�c mamy do czynienia z problemem FP3" "Cmax.  

Czasy wykonywania operacji dla poszczególnych wyrobów na kolejnych maszynach 

pji (j=1, 2, 3;  i=1, 2, 3, 4) zapisano w postaci tablicy 

                                                             i1      i2      i3     i4 

[pji] =  z�� � �D �� �� �� D�� �D � �{. 

Przyj�to, �e wszystkie zlecenia s� znane na pocz�tku okresu planowania. Operacje nie 

mog� by� przerywane. Kolejna operacja mo�e si� rozpocz�� dopiero po zako�czeniu 

poprzedniej operacji. Pomini�to czas transportu mi�dzy stanowiskowego 

i ograniczenia mi�dzyoperacyjne. 

Dla przykładu przedstawionego powy�ej drzewo uszeregowa� cz��ciowych 

przedstawiono na rysunku 2.  

 

Rysunek 2. Drzewo uszeregowa� cz��ciowych 
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Wierzchołki oznaczono numerami w kolejno�ci ich rozpatrywania. Ka�dy z nich 

reprezentuje uszeregowanie cz��ciowe R i podzbiór pozostałych wyrobów S. 

Warto�ci dolnych oszacowa� LBCmax zapisano obok odpowiednich wierzchołków. 

Oszacowania te wyznaczono według wzoru, który dla rozwa�anego problemu 

trzymaszynowego (m = 3) przyjmuje nast�puj�c� posta� 

LBCmax = max {        C1(R) + $i # S  p1i + mini # S {p2i + p3i}, 

C2(R) + $i # S p2i + mini # S {p3i}, 

C3(R) + $i # S p3i}. 

Przykładowo uszeregowanie cz��ciowe dla wierzchołka 8 drzewa z rysunku 2 

przedstawiono na rysunku 3, natomiast dla wierzchołka 15 na rysunku 4. 

 

Rysunek 3. Uszeregowanie cz��ciowe dla wierzchołka 8 drzewa z rys. 2 

Dolne oszacowanie LBCmax dla wierzchołka 8, dla którego R=[i2; i1], S={i3; i4} oraz 

z rysunku 3 – C1(R) = 24, C2(R) = 29,  C3(R) = 55. 

St�d dolne oszacowanie LBCmax, 

LBCmax = max{24 + (28 + 4) + min(11+9; 8+3); 29 + (11 + 8) + min(9; 3); 55 + (9 + 

3)} = max{56 + min(20; 11);  48 + 3; 55 + 12}= max{67; 51; 67} = 67. 

 

 

Rysunek 4. Uszeregowanie cz��ciowe dla wierzchołka 15 drzewa z rys. 2 

Dolne oszacowanie LBCmax dla wierzchołka 15, dla którego R=[i2; i3; i1], S={i4} oraz 

z rysunku 4 – C1(R) = 52, C2(R) = 57,  C3(R) = 71. 

St�d dolne oszacowanie LBCmax, 

LBCmax = max{52 + 4 + min(8+3); 57 + 8 + 3; 71 + 3)} = max{56 + 11);  68; 74}= 

max{67; 68; 74} = 74. 
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Optymalne uszeregowanie wyrobów (realizacji wykonywania tych wyrobów) jest 

nast�puj�ce: {i2; i3; i1; i4}, a długo��  tego uszeregowania wynosi Cmax = 74 i jest 

zwi�zane z wierzchołkiem 15 drzewa (rys. 2). Wierzchołki podkre�lone (tzw. 

wierzchołki zamkni�te) dotycz� tych uszeregowa� cz��ciowych, których 

uzupełnienie nie było korzystne z powodu odpowiadaj�cych im zbyt du�ych warto�ci 

dolnego oszacowania LBCmax. Na rysunku 5 przedstawiono uszeregowanie optymalne 

(harmonogram optymalny) daj�ce minimaln� długo�� Cmax.  

 

Rysunek 5. Uszeregowanie optymalne (harmonogram optymalny) 

Warto�ci dolnych oszacowa� LBCmax dla wierzchołków: 11; 12; 13; 14; 15 i 16 

odpowiadaj� terminom zako�czenia wykonywania wszystkich wyrobów dla 

kolejno�ci okre�lonej przez permutacje (uszeregowanie lub uło�enie) �11; �12; �13; 

�14; �15 i �16 oraz s� równe warto�ciom długo�ci uszeregowania Cmax dla 

odpowiadaj�cych permutacji. 

Przyporz�dkowuj�c termin (czas) rozpocz�cia pierwszej operacji dla wyrobu 

drugiego (i2) i operacji kolejnych dla wszystkich czterech wyrobów (zlece�) 
uszeregowania optymalnego, otrzymuje si� harmonogram optymalny. Realizacja 

zlece� (wytwarzanie wyrobów) według uszeregowania optymalnego zapewnia 

minimalizacj� terminu zako�czenia wykonywania wszystkich czterech wyrobów 

(min Cmax). 

4. Podsumowanie 

Warto�ci dolnych oszacowa� LBCmax dla wierzchołków poziomu n - 1 odpowiadaj� 
terminom zako�czenia wykonywania wszystkich wyrobów i równe s� warto�ciom 

długo�ci uszeregowania Cmax dla kolejno�ci okre�lonej przez odpowiadaj�ce 

permutacje �i. Wyznaczenie uszeregowania optymalnego (zamiennie harmonogramu 

optymalnego) polega na ustaleniu takiej kolejno�ci wykonywania wyrobów, aby 

zminimalizowa� termin zako�czenia realizacji wszystkich wyrobów, tj. 

zminimalizowa� długo�� uszeregowania Cmax. Metoda podziału i ogranicze� 
umo�liwia przybli�one wyznaczenie harmonogramu optymalnego bez konieczno�ci 

przeszukiwania wszystkich gał�zi drzewa uszeregowa�. Jako�� algorytmu metody 

podziału i ogranicze� zale�y w istotny sposób od jako�ci oszacowania dolnego 

ograniczenia długo�ci gał�zi zbioru mo�liwych uszeregowa�, szczególnie przy 

wyborze gał�zi znajduj�cych si� blisko korzenia drzewa uszeregowa� cz��ciowych 

(w pocz�tkowych krokach algorytmu).  
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