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WYZNACZANIE HARMONOGRAMOW OPTYMALNYCH
METODA PODZIALU I OGRANICZEN

Streszczenie: W artykule zdefiniowano problem harmonogramowania produkcji i dokonano
analizy podstawowej literatury z zakresu metod poszukujacych doktadnych rozwigzan zadan
harmonogramowania oraz szczegétowo omoéwiono metode podzialu i ograniczen do
wyznaczania harmonograméw optymalnych. Zamieszczono konkretny przyktad wyznaczania
harmonogramu optymalnego z zastosowaniem metody podzialu i ograniczen dla proceséw
wytwarzania cze¢sci klasy watek stopniowany obejmujacy cztery wyroby, ktérych obrobka
realizowana jest na trzech maszynach.

Stowa kluczowe: planowanie produkcji, harmonogramowanie, metoda podziatu i ograniczen

DETERMINATION OF OPTIMAL SCHEDULES USING BRANCH
AND BOUND METHOD

Summary: The article defines the problem of production scheduling and analyzes the basic
literature in the field of methods searching for exact solutions to scheduling tasks, and discusses
in detail the branch and bound method for determination of optimal schedules. A specific
example of determination the optimal schedule with the use of the branch and bound method
for the production processes was introduced. The processing of parts of the stepped shaft
includes four products, carried out on three machines was considered in the example.

Keywords: production planning, scheduling, branch and bound method

1. Wprowadzenie

W ramach planowania produkcji rozrdéznia si¢ nastg¢pujace generalne etapy
planowania: planowanie programu produkcyjnego, harmonogramowanie ogdlne,
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planowanie potrzeb materialowych oraz szczegélowe harmonogramowanie
produkcji. Planowanie programu produkcyjnego polega na okresleniu wielkosci
produkcji na podstawie istniejacych zamdwien klientéw, a takze na podstawie
prognozy sprzedazy oraz stanOw magazynowych wyrobéw gotowych.
Harmonogramowanie og6lne obejmuje okreS§lenie termindw rozpoczecia
i zakonczenia realizacji zlecen na podstawie bilansu zdolnosci produkcyjnych
i potrzeb produkcyjnych wynikajacych z zaplanowanej wielko$ci produkcji.
Planowanie potrzeb materiatowych dotyczy przygotowania surowcé6w, materiatow,
pStwyrob6éw, materiatéw pomocniczych i eksploatacyjnych, czesci i podzespotow,
jakie sg niezbedne do realizacji produkcji. Szczegbétowe harmonogramowanie
produkcji sprowadza si¢ do podziatu zlecen na serie produkcyjne, okresleniu
termindw rozpoczecia i zakonczenia serii produkcyjnych i operacji na podstawie
czasOw obrobki i czaséw transportu miedzy stanowiskami oraz przypisaniu operacji
do odpowiednich stanowisk [1-3].

Ogoblny problem harmonogramowania polega na tym, aby przy uwzglednieniu
ograniczen technologicznych — kolejno$ci wykonywania poszczegdlnych operacji
w ramach zlecef — ustali¢ terminy rozpoczecia i zakonczenia wykonywania operacji
na poszczegélnych maszynach, tak aby minimalizowa¢ lub maksymalizowaé
okreslona funkcje¢ bedaca miarg jakos$ci harmonogramu. Rozwigzanie tego problemu
za pomocg metod analitycznych jest trudne ze wzgledu na duza zlozonos$é
obliczeniowg. Ztozono$¢ ta wynika z duzej liczby wszystkich mozliwych wariantow
kolejnosci operacji wytwarzania cze$ci na maszynach i rosnie wyktadniczo wraz ze
wzrostem liczby maszyn i przewidzianych do obrébki czesci. Optymalne algorytmy
opracowano tylko dla probleméw z jedng i z dwoma maszynami (np. algorytm
Johnsona). Jak réwniez z trzema maszynami przy zalozeniu, Ze czas trwania
najkrétszej operacji na pierwszej maszynie jest wigkszy lub rdéwny czasowi trwania
najdluzszej operacji na drugiej maszynie (min(p) > max(p2;)) albo czas trwania
najkrétszej operacji na trzeciej maszynie jest wigkszy lub réwny czasowi trwania
najdtuzszej operacji na maszynie drugiej (min(ps;) > max (p2i)) [2].

Problemy harmonogramowania produkcji mozna og6lnie sklasyfikowaé
uwzgledniajac nastepujace trzy aspekty systeméw produkcyjnych: generowanie
zadan produkcyjnych, ztozono$¢ procesu produkcyjnego reprezentowana przede
wszystkim przez liczbg operacji produkcyjnych zwiazanych z wytwarzaniem kazdego
wyrobu oraz kryterium optymalnosci ze wzgledu na czas realizacji zlecenia [2].
Maszyny w systemach produkcyjnych, na ktérych sg wykonywane operacje moga by¢
rOwnolegte, tzn. realizujace te same operacje, albo dedykowane, tzn. realizujace rozne
operacje. W przypadku maszyn dedykowanych wyrdznia si¢ nast¢pujace rodzaje
proceséw produkeyjnych: przeptywowy (ang. flow shop), gniazdowy (ang. job shop)
oraz otwarty (ang. open shop) [2].

Z punktu widzenia ztozonosci obliczeniowej, znakomita wiekszo$¢ problemdéw
harmonogramowania produkcji nalezy do klasy probleméw optymalizacyjnych tzw.
trudnych [1, 2], dla ktérych nie mozna skonstruowa¢ algorytméw optymalizacji
o zlozonosci wielomianowej. Dlatego dla tych zagadnien usprawiedliwione jest
stosowanie prostych algorytméw przyblizonych, za§ badania ukierunkowuje si¢ na
oceng jakosci takich algorytméw w sensie ,,odlegto$ci” otrzymywanych rozwigzan od
optimum.

Metody poszukiwania rozwigzan probleméw harmonogramowania szczegdétowo
przedstawiono w pracach [1-6]. Przykladowo w pracy [2] m.in. zamieszczono
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harmonogramowanie dyskretnych proceséw produkcyjnych (szeregowanie operacji
na pojedynczej maszynie i na maszynach réwnoleglych, harmonogramowanie
wielooperacyjnego procesu produkcyjnego typu przeplywowego metoda podziatu
i ograniczen, harmonogramowanie wielooperacyjnego procesu produkcyjnego typu
gniazdowego za pomoca regut dyspozytorskich), harmonogramowanie elastycznych
linii produkcyjnych (z maszynami réwnoleglymi, szeregowanie czedci i serii czegsci
w linii produkcyjnej z buforami migdzyoperacyjnymi), harmonogramowanie
elastycznych gniazd i sieci produkcyjnych. W pracy [3] omdéwiono metody
poszukiwania doktadnych rozwigzan zadanh harmonogramowania (przeszukiwanie
zupelne 1 przeszukiwanie losowe, programowanie catkowitoliczbowe, metode
podziatu i ograniczen, algorytmy heurystyczne jednokrotne i korygujace). Duzo
miejsca przeznaczono na omoéwienie zastosowania algorytméw ewolucyjnych do
harmonogramowania produkcji (w tym hybrydowy system harmonogramowania
bazujacy na algorytmie genetycznym oraz na sieci neuronowej). Natomiast w pracy
[4] w sposob szczegdlowy przedstawiono problemy jednomaszynowe (algorytmy
aproksymacyjne, algorytm C, algorytm blokowy GNZ, algorytmy przybliZzone,
algorytm blokowy ZG), problemy przeptywowe (algorytmy doktadne, algorytmy
przyblizone: priorytetowe, oparte na metodzie redukcji liczby maszyn, relaksacji
mozliwo$ci wykonawczych maszyn oraz oparte na metodzie wstawien), problemy
gniazdowe (metode blokowa: metod¢ podziatu i ograniczen, algorytm Gifflera
i Thompsona, algorytm Carliera i Pinsona, metod¢ blokowa z maszynami
rownolegtymi, algorytmy konstrukcyjne: priorytetowe, typu wstaw, przesuwanego
waskiego gardta).

Metoda podziatu i ograniczen, oprécz metod heurystycznych, nalezy do najczesciej
stosowanych przy rozwigzywaniu zadan harmonogramowania i moze by¢ stosowana
do r6znych klas probleméw [2, 3].

2. Metoda podzialu i ograniczen

W metodzie podzialu i ograniczen kazdemu wierzchotkowi drzewa rozwigzan
dopuszczalnych odpowiada harmonogram dla pewnego podzbioru operacji.
Wierzchotek, to takze moment czasu, w ktéorym mozna wiaczy¢ w juz zbudowany
czeSciowy harmonogram kolejng operacj¢. Kazda gataz wychodzaca z wierzchotka
oznacza wybor jednej z mozliwych operacji.

Istota metody polega na tym, ze odcina ona pewne galezie drzewa rozwigzan
dopuszczalnych, przez co obszar poszukiwan staje si¢ bardziej ograniczony.
Wykorzystuje przy tym tak zwane dolne i gorne ograniczenie wartosci funkcji celu
(dlugosci gatezi drzewa mozliwych uszeregowan). Wygenerowane dotad najlepsze
rozwigzanie okre$la aktualne goérne ograniczenie funkcji celu. Na poczatku
przeszukiwania gorne ograniczenie funkcji celu jest zazwyczaj generowane za
pomocg metod heurystycznych. Dolne ograniczenie funkcji celu dla kazdego wezta
drzewa przeszukiwan jest obliczane na podstawie drogi od wierzchotkéw drzewa do
aktualnie rozpatrywanego wezla. Najbardziej rozpowszechnionym sposobem
generowania we¢zlow jest metoda przeszukiwania w glab. Przeszukiwanie w glab
oznacza wprowadzanie do harmonogramu coraz wigkszej liczby operacji, co
zazwyczaj powoduje wzrost warto$ci funkcji celu. Jezeli dolne ograniczenie staje si¢
wigksze od gérnego, czyli budowany wtasnie harmonogram H bedzie na pewno
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gorszy od zbudowanego wcze$niej harmonogramu H’, to dalsze budowanie

harmonogramu H, czyli dalsze przeszukiwanie danej galgzi drzewa, jest

bezsensowne. Kalkulacja warto$ci dolnego ograniczenia moze by¢ na przyktad oparta

na zleceniach (pracach) lub na maszynach [3].

Wyznaczenie harmonogramu optymalnego dla permutacyjnego problemu

przeptywowego FP3 | |Cmax wymaga przegladu drzewa wszystkich uszeregowan

czeSciowych za pomocg wyzej oméwionej metody.

Rozwigzanie problemu sprowadza si¢ do wyznaczenia permutacji n wyrobow

{i1,i2,...,in} okreSlajacej kolejnos$¢ ich wykonywania na poszczeg6lnych maszynach.

W drzewie rozwigzan wierzchotki nalezace do k-tego poziomu (k=1,2,...,n)

reprezentujg wyroby, ktore moga wystgpi¢ dla k-tej poszukiwanej permutacji, za$

drogi prowadzace do nich — uszeregowania czeSciowe k pierwszych wyrobow.

Drzewo rozwigzan buduje si¢ w nastepujacy sposob [2]:

- z wezla poczatkowego 0 wyprowadza si¢ n krawedzi odpowiadajacych
n mozliwosciom wystgpienia kazdego wyrobu na pierwszym miejscu w szukanej
sekwencji;

- z kazdym z n pierwszych wierzchotkéw zwigzanych bedzie (n - 1) pozostatych
wyrobow, ktére moga znalez¢ si¢ na drugim miejscu sekwencji, tak wiec z kazdego
wierzchotka [ € {1,2,...,n} pierwszego poziomu moze wyjs$¢ (n — 1) krawedzi;

- dla kazdego z otrzymanych w ten sposéb wierzchotkdw drugiego poziomu
le {n+1,n+2,...,2n-1} moze wychodzi¢ (n — 2) krawedzi odpowiadajacych (n — 2)
pozostalym wyrobom itd.

Z kazdym wierzchotkiem k-tego poziomu drzewa rozwigzan jest zwigzane

uszeregowanie czgsciowe R = {ii,i,...,ix} obejmujace k uporzadkowanych wyrobow

oraz zbior S = {1,2,...,n}\{i1, i,...,ix} pozostatych wyrobéw. Aby ograniczy¢ liczbe
koniecznych do przegladnigcia wierzchotkéw drzewa uszeregowan czegsciowych, dla
kazdego aktualnie rozpatrywanego wierzchotka wyznacza si¢ dolne oszacowanie

LBCmyx diugoéci Cha gatezi drzewa mozliwych uszeregowan dla pelnego

uszeregowania, ktére mozna otrzymaé¢ z danego uszeregowania czeSciowego.

Rozbudowywane sa tylko takie uszeregowania czeSciowe, ktérym odpowiadaja

najmniejsze wartosci dolnych oszacowan LBCiax.

Wigkszo§¢ znanych sposobdw wyznaczania dolnego oszacowania opiera si¢ na

rozumowaniu zamieszczonym w pracy [2].

3. Sformulowanie problemu i wyznaczenie uszeregowania optymalnego

Rozpatrywano przypadek systemu produkcyjnego typu przeptywowego sktadajacego
si¢ z m=3 maszyn, na ktérych wytwarzane sg n=4 wyroby (zlecenia) (rys. 1).
wejscie wyjsécie

1
R ——

2

3 M1 M2 M3 -

4
e

Rysunek 1. Struktura procesu produkcyjnego typu przeptywowego dla 3 maszyn
i 4 wyrobow
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Kazde zlecenie dotyczy okreslonego wyrobu klasy watek stopniowany. Przyje¢to, ze
potfabrykatem do wykonania kazdego z wyrobdw bedzie odkuwka swobodna, ktéra
bedzie wymagata realizacji trzech operacji: planowania cz6t i wykonania nakietkow,
toczenia i frezowania rowka lub rowkéw wpustowych oraz recznego zatamania
ostrych krawedzi rowka (z zaznaczeniem, ze operacja zalamania krawedzi jest
wykonywana przez operatora frezarki CNC w trakcie frezowania rowka w kolejnym
wyrobie). Kryterium celu jest minimum najwigkszej mozliwej dlugosci Cmax petnego
uszeregowania, a wiec mamy do czynienia z problemem FP3 | | Crnax.

Czasy wykonywania operacji dla poszczeg6lnych wyrobow na kolejnych maszynach
pi =1, 2, 3; i=1, 2, 3, 4) zapisano w postaci tablicy

h b BB I
15 9 28 4
[pii] = l 5 14 11 8].
14 18 9 3
Przyjeto, ze wszystkie zlecenia s3 znane na poczatku okresu planowania. Operacje nie
moga by¢ przerywane. Kolejna operacja moze si¢ rozpocza¢ dopiero po zakonczeniu

poprzedniej operacji. Pomini¢to czas transportu mi¢dzy stanowiskowego
i ograniczenia mi¢dzyoperacyjne.

Dla przyktadu przedstawionego powyzej drzewo uszeregowan czesciowych
przedstawiono na rysunku 2.

=2

i=3 4

76 5 76 74 75

Rysunek 2. Drzewo uszeregowan czesciowych
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Wierzchotki oznaczono numerami w kolejnosci ich rozpatrywania. Kazdy z nich
reprezentuje uszeregowanie czeSciowe R 1 podzbidér pozostatych wyrobéw S.
Wartosci dolnych oszacowan LBCrax zapisano obok odpowiednich wierzchotkéw.
Oszacowania te wyznaczono wedlug wzoru, ktéry dla rozwazanego problemu
trzymaszynowego (m = 3) przyjmuje nastg¢pujaca postac

LBCax = max { Ci(R) + )ies pri+ min;es {p2i+ psi},
Cx(R) + ) icsp2i + min;c s {pai},
G(R) + ies pai}-

Przyktadowo uszeregowanie czeg$ciowe dla wierzchotka 8 drzewa z rysunku 2
przedstawiono na rysunku 3, natomiast dla wierzchotka 15 na rysunku 4.

M 2(9) i1(15)
Mz 2(14)

Ms 2(18) i1(14)

L |
] :
Ci(R)=24! I |
|
|

|
C(RYy=291 !
Ca(R)=55 |

Rysunek 3. Uszeregowanie czegsciowe dla wierzchotka 8 drzewa z rys. 2

Dolne oszacowanie LBCnax dla wierzcholka 8, dla ktérego R=[i»; i1], S={i3; is} oraz
z rysunku 3 — Ci(R) = 24, C»(R) =29, G3(R) =55.
Stad dolne oszacowanie LBCnax,

LBCuax = max {24 + (28 + 4) + min(11+9; 8+3); 29 + (11 + 8) + min(9; 3); 55 + (9 +
3)} = max{56 + min(20; 11); 48 + 3; 55 + 12}= max{67; 51; 67} = 67.

M 2(9)

i (14)

|
|
|
|
|
C(R=T1]
Rysunek 4. Uszeregowanie czgsciowe dla wierzchotka 15 drzewa z rys. 2

Dolne oszacowanie LBCnax dla wierzchotka 15, dla ktérego R=[i; i3; i1], S={is} oraz
zrysunku 4 — Ci(R) =52, C»(R) =57, C3(R) =T71.
Stad dolne oszacowanie LBCas,

LBCax = max{52 + 4 + min(8+3); 57 + 8 + 3; 71 + 3)} = max{56 + 11); 68; 74}=
max{67; 68; 74} = 74.
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Optymalne uszeregowanie wyrobow (realizacji wykonywania tych wyrobow) jest
nastepujace: {iz; i3; i1; i}, a dlugo$¢ tego uszeregowania wynosi Cnax = 74 1 jest
zwigzane z wierzchotkiem 15 drzewa (rys. 2). Wierzchotki podkreslone (tzw.
wierzchotki zamknigte) dotycza tych uszeregowan czeSciowych, ktérych
uzupetnienie nie byto korzystne z powodu odpowiadajacych im zbyt duzych wartosci
dolnego oszacowania LBCnax. Na rysunku 5 przedstawiono uszeregowanie optymalne
(harmonogram optymalny) dajagce minimalng dtugo$¢ Crax.

Mi 2(9)

M

ia (8) \ 4(3)
i1 (14) ‘ l
Cunax =174 }

Rysunek 5. Uszeregowanie optymalne (harmonogram optymalny)

Warto$ci dolnych oszacowan LBCmax dla wierzchotkow: 11; 12; 13; 14; 151 16
odpowiadaja terminom zakonczenia wykonywania wszystkich wyrobéw dla
kolejnosci okres$lonej przez permutacje (uszeregowanie lub utozenie) I1i1; I1i2; 1113;
IT4; ITis i Il¢ oraz sa rowne wartosciom dlugosci uszeregowania Chmax dla
odpowiadajacych permutacji.

Przyporzadkowujac termin (czas) rozpoczgcia pierwszej operacji dla wyrobu
drugiego (i») i operacji kolejnych dla wszystkich czterech wyrobéw (zlecen)
uszeregowania optymalnego, otrzymuje si¢ harmonogram optymalny. Realizacja
zlecen (wytwarzanie wyrobow) wedlug uszeregowania optymalnego zapewnia
minimalizacj¢ terminu zakonczenia wykonywania wszystkich czterech wyrobéw
(min Cpax).

4. Podsumowanie

Warto$ci dolnych oszacowan LBCnax dla wierzchotkéw poziomu n - 1 odpowiadaja
terminom zakonczenia wykonywania wszystkich wyrobow i rowne sg warto§ciom
dtugos$ci uszeregowania Cmax dla kolejnosci okre$lonej przez odpowiadajace
permutacje /7;. Wyznaczenie uszeregowania optymalnego (zamiennie harmonogramu
optymalnego) polega na ustaleniu takiej kolejnosci wykonywania wyrobdw, aby
zminimalizowa¢ termin zakonczenia realizacji  wszystkich  wyrobow, tj.
zminimalizowa¢ dlugo$¢ uszeregowania Cnax. Metoda podziatu i ograniczen
umozliwia przyblizone wyznaczenie harmonogramu optymalnego bez koniecznosci
przeszukiwania wszystkich galezi drzewa uszeregowan. Jako$¢ algorytmu metody
podziatu i ograniczen zalezy w istotny sposob od jakos$ci oszacowania dolnego
ograniczenia dlugo$ci galezi zbioru mozliwych uszeregowan, szczegllnie przy
wyborze galezi znajdujacych si¢ blisko korzenia drzewa uszeregowan czg¢sciowych
(w poczatkowych krokach algorytmu).
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