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Streszczenie: Artykul opisuje dzialanie aplikacji, napisanej w jezyku HTML, stuzacej do
wizualizacji zjawisk geometrycznych zachodzacych na powierzchni sfery. Praca zostata
zainspirowana licznymi implementacjami systeméw 2D (m.in. Geogebra), stuzacych do nauki
geometrii.
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SFEROGEBRA

Summary: Article describes an application, written in HTML, for the visualization of
geometric phenomena occurring on the surface of a sphere. The work was inspired by numerous
implementations of 2D systems (including Geogebra) used to learn geometry.
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1. O projekcie

Sferogebra to oryginalna nazwa projektu, jaki organizowalem w ramach nauki
jezyka HTML. Kazdy z uczniéw mial przygotowa¢ dowolny projekt z dziedziny
matematyki, fizyki lub informatyki w owym jezyku, a ze dzialo si¢ to podczas lekcji
online, miatem nieco wigcej czasu wolnego niz zwykle, a wigc postanowilem zrobic¢
co$ bardziej ambitnego. Jako przewodniczacy szkolnego kota astronomicznego, oraz
osoba silnie zwigzana i zainteresowana tg dziedzing fizyki, postanowitem zrobié¢
projekt wtasnie o tej tematyce, i zamiast zaprojektowaé zwyklg symulacje uktadu
stonecznego, postanowitem stworzy¢ interaktywne narzedzie do rysowania figur
geometrycznych na sferze.
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Nazwe ,,Sferogebra” stworzono faczac stowa ,.Sfera” oraz nazwe znanego
programu do rysowania na ptaszczyznie dwu i tréjwymiarowej ,,Geogebra”.

2. Gté6wne problemy

Projekt byt tworzony w ramach nauki jezyka HTML, CSS oraz JavaScript.
Podstawowym problemem bylo stworzenie $rodowiska tréjwymiarowego za ich
pomoca. Aby to osiagnaé, uzyto wolno dostgpnej obszernej biblioteki ,.three.js”,
pozwalajacej tworzy¢ wlasnie takie srodowisko. Biblioteka ta sktada si¢ z licznych
klas i komend, ktére okazaty si¢ uzyteczne dla wykonania niniejszej pracy.

Podczas procesu tworzenia samej aplikacji pojawito si¢ kilka probleméw.
Pierwszym z nich byto stworzenie odpowiedniego systemu sterowania, ktory
pozwolilby na obrét wokét sfery oraz przyblizanie i oddalanie. Stworzenie takiego
mechanizmu sterowania znacznie wydluzytoby sam proces, dlatego wykorzystano
wolno dostgpny program uzywajacy biblioteki THREEjs ,,OrbitControls”, ktéry
zostal zaimplementowany po niewielkiej modyfikacji.

Po stworzeniu sfery jednostkowej, na ktéra uzytkownik bedzie mdgl nanosié
obiekty, i opanowaniu probleméw zwiazanych z ,raycastingiem” skonstruowano
podstawowga funkcje tworzenia punktdw na sferze, w postaci drobnych sfer. W trakcie
prac natrafiono na kilka probleméw gtéwnych, zwigzanych z funkcjami aplikacji:

Tworzenie kol wielkich na sferze

Kolo wielkie na sferze to okrag o $rodku w $rodku sfery. Aby zdefiniowaé koto
wielkie potrzebne sa dwa punkty, przez ktére ono przechodzi. Wykorzystywana
biblioteka ,,three.js” niestety nie posiada funkcji tworzenia kota przechodzacego przez
dwa punkty. Wobec tego skorzystano z wbudowanej klasy wektor6w oraz funkcji
mnozenia wektorowego. Wykorzystujac ten fakt otrzymano wektor prostopadty do
ptaszczyzny okregu, po czym dokonano obrotu okrggu w strone tego wektora.

Tworzenie k6l matych

Kota mate to kota o §rodku poza srodkiem sfery, o promieniu mniejszym od promienia
sfery. Sa one definiowane przez trzy dowolne punkty. W ich przypadku nalezato
odnalez¢ nie tylko ich obrét, ale takze wspétrzedne §rodka i promien. Wiedzac, ze
rzut srodka okregu na powierzchnie sfery bedzie lezat na kole wielkim, prostopadtym
do kota wielkiego przechodzacego przez dwa dowolne jego punkty, stworzono
ponizsze funkcje:

function CreateCircleSetup (pointl, point2) {
const vl = new THREE.Vector3 () .crossVectors (pointl,point2);
const v2 = new THREE.Vector3 () .addVectors (pointl,point2);
vl.cross (v2);
vl.normalize();
return vl;
}
function CreateCircleData (pointl, point2, point3) {
const vl = CreateCircleSetup (pointl, point2);
const v2 CreateCircleSetup (point2, point3);
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const srodek = new THREE.Vector3().crossVectors(vl, v2).
normalize () ;

const gw = new THREE.Quaternionf();
gw.setFromUnitVectors (unitVector, srodek);

const Angle = point2.angleTo (srodek);
const radius = Math.sin(Angle);
srodek.multiplyScalar (Math.cos (Angle));

return {
qw: gqw,
radius: radius,
offset: srodek,
bil
W powyzszym listingu funkcja ,,cross” oznacza mnozenie wektorowe, ,,Vector3” -
klase¢ wektoréw tréjwymiarowych, ,,normalize” funkcje skalujaca wektory tak aby
mialy dtugos¢ 1, a ,,quaternion” stuzy do wyznaczenia kierunku kota.

Rysunek 1. Przyktad dziatania aplikacji

Na Rysunku 1 przedstawiono przyktad dziatania fragmentu kodu, gdzie niebieskie
punkty otrzymywane sa za pomoca funkcji ,,CreateCircleSetup”, a ich
znormalizowany iloczyn wektorowy to punkt rzutu $rodka kota na sfere.

Pomnozenie i dodanie wektorow w odpowiedniej kolejnosci skutkuje
otrzymaniem wspoétrzednych §rodka kota, jego promienia i kierunku obrotu.

Znajdowanie punktow przeciecia dwoch kot

W przypadku kot wielkich nie jest to trudne, gdyz punkty przecigcia to iloczyny
wektorowe wektorow kierunku kot wielkich (pierwszego z drugim i drugiego
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z pierwszym). Trudniej jest jednak obliczy¢ wspétrzedne przecigcia kot matych. Aby
to zrobi¢ nalezy najpierw wyznaczy¢ katy migdzy Srodkami két oraz katy od srodkow
kot do ich brzegdéw, a skoro znamy ich polozenie oraz promienie to mozna tego
dokonac.

Rysunek 2. Oznaczenie kqtow przecigcia

Na Rysunku 2 przedstawiono wyglad przyktadowego przecigcia wraz z oznaczeniami
katéw, gdzie R i 7 to katy miedzy srodkami kot i ich bokami, a to kat migdzy srodkami
kol, a y to kat migdzy dwoma zielonymi ramionami zielonego tréjkata. Nastepnie
korzystajac z twierdzeniem cosinuséw dla sfery, ktére w tym przypadku wyglada
nastepujaco:

cosR = cosrcosa + sinrsinacosy @))

otrzymano kat y. Nastepnie za pomoca funkcji obrotéw wektoréw o dany kat wokét
siebie otrzymano wspéirzedne punktéw przecigcia. Gdy kat a jest mniejszy od sumy
R i 7 to punkty nie powstaja.

System zaleznoSci

W momencie zmiany pozycj¢ kola, na sferze, punkty przecigcia z innymi kotami,
tak jak i inne oparte na tych kotach obiekty, réwniez powinny ulec zmianie.
Stworzony system zostat przygotowany na dodawanie kolejnych funkcji i nowych
rodzajow obiektéw w ten sposob, ze kazdy obiekt posiada wilasng liste obiektéw od
niego zaleznych (zmieniajacych si¢ gdy i on si¢ zmienia) oraz obiektéw od ktérych
zalezy (gdy one si¢ zmieniaja, on takze). Stworzone zostaty rowniez funkcje, ktére
tak samo jak te tworzace ksztalty, za pomoca zaleznosci zinnymi obiektami,
wyznaczaja nowe wspétrzedne obiektom zaleznym.

Cofanie i przywracanie obiektow

Kazdemu obiektowi nadano miejsce w tabeli kolejnosci, a gdy jedna funkcja
tworzyla kilka obiektéw na raz, byly one powiazane, aby podczas cofania znikaé
wspolnie. Stworzono tez funkcje przywracania, oddajaca cofnigte obiekty, przy czym
jezeli obiekty, od ktérych byly zalezne zmienity polozenie, to przywrdcone obiekty
beda na nowych miejscach tak, jak zostaly zdefiniowane podczas tworzenia. Gdy
stworzony zostanie obiekt po cofnigciu innego, cofni¢te obiekty zostang zniszczone
i zwolnig pamigc.
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Dodawanie punktéw na sferze za pomocg wspélrzednych biegunowych

Tworzenie punktow o danych wspdtrzgdnych na sferze bylo jednym
z najwigkszych probleméw, poniewaz punkty mozna dodawaé i kasowa¢, a wigc
jezeli punkt zostatby skasowany, a byly na nim oparte jakiekolwiek inne obiekty, te
muszg zosta¢ takze skasowane, razem z obiektami powigzanymi. Gdy uzytkownik
postanowi punkt przywréci¢, muszg one powrdci¢ razem z nim. Dodatkowo po
zmianie jakiejkolwiek wartosci wspotrzednej trzeba byto sprawdzi¢, dla ktérego
punktu si¢ zmienita a nastgpnie zaimplementowaé izmieni¢ potozenia obiektéw
zaleznych.

3. AutorskKi interfejs uzytkownika oraz funkcje systemu
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Rysunek 3. Interfejs aplikacji

Na Rysunku 3 przedstawiono wyglad interfejsu autorskiej aplikacji. Samg sfere¢
obraca¢ mozna za pomoca przytrzymania prawego przycisku myszy (niezaleznie od
uzywanej funkcji), oraz oddala¢ uzywajac ,,rolki” myszy.

W lewym gérnym rogu znajduje si¢ funkcja cofania oraz przywracania obiektow.

Po lewej stronie ustawione sa funkcje, odpowiednio od gory:

1. Kursor — pozwala na przemieszczanie punktow

2. Tworzenie punktéw — punkty mozna osadza¢ na kotach, ograniczajac ich
ruch tylko do nich samych,

3. Koto wielkie — tworzy koto wielkie przez dwa rézne punkty (podglad
wygladu kota wySwietla si¢ po wybraniu pierwszego punktu)

4. Koto mate - tworzy koto mate przez trzy r6zne punkty (podglad wygladu
kota wy$wietla si¢ po wybraniu drugiego punktu)

5. Koto mate ze $rodka - tworzy koto male przez wybranie $rodka a nastgpnie
punktu boku (podglad wygladu kota wy$wietla si¢ po wybraniu §rodka)

6. Przecigcia kot — tworzy punkty przecigcia dwoch kot (domyslnie biate, aby
odrézni¢ od punktéw niezaleznych — czerwonych, jezeli kota si¢ nie
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przecinaja punkty beda niewidoczne, ale pojawig si¢ jezeli zmienimy
parametry kot tak, Zeby si¢ przecinaty)

7. Paleta kolor6w — po naci$ni¢ciu obiektu wyswietla si¢ menu kilkunastu
koloréw, dzigki ktéremu mozna dostosowa¢ kolor obiektu dla wygody
korzystania z programu.

Z prawej strony pod logiem znajduje si¢ pole punktéw o danych wspétrzednych,
gdzie mozna je tworzy¢ (+) i usuwac (-) oraz wpisywac ich wspoétrzedne w uktadzie
biegunowym. W ramki mozna wpisa¢ liczbe dziesi¢tng badz utamek (jego warto$é
jest liczona za pomoca odrebnie stworzonej funkcji. Wpisanie wartosci nie bgdacej
liczba ani utamkiem skutkuje podkresleniem ramki na kolor czerwony. W przypadku
przekroczenia dostgpnego miejsca iloscig punktéw pojawia si¢ pasek przewijania
z prawej strony. Na samym dole pola mozna zmieni¢ jednostki ze stopni na radiany
oraz wielokrotno$ci 7 radiandw.

WielkoS$ci przyciskdw i funkcji dostosowuja si¢ dynamicznie wraz ze zmiang
wielkosci i1 ksztattu okna. Wyglad strony oraz dobér wielkoSci i koloréw jest
rozwigzaniem autorskim, a dla menu funkcji inspiracja byta wspomniana wcze$niej
,,Geogebra”.

4. Podsumowanie

W przysziosci, program nalezaloby rozszerzy¢ o funkcje obliczania pdl tréjkatow
sferycznych, wyswietlania katéw odcinkéw i katéw miedzy kotami, wys$wietlania
wartosci wspotrzednych wybranego punktu, oraz mozliwos¢ wyboru trybu, w ktérym
uzytkownik jest wewnatrz sfery, aby mozna bylo prosciej rozwigzywaé zadania z
dziedziny astronomii sferyczne;j.

Stworzony program nadaje si¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych na
sferze np. w zakresie astronomii sferycznej. Program dodatkowo mozna wykorzystac¢
w celach edukacyjnych do nauki geometrii na sferze, z uwagi na intuicyjnos¢.
Program moégtby stanowié¢ ulatwienie w interaktywnym poznawaniu geometrii sfery
oraz jej tajnikdw. Ponadto pozwolilby nauczycielowi na przeniesienie
dwuwymiarowych rysunkéw z tablicy w interaktywna przestrzen 3D. Cho¢ istnieja
inne programy z zakresu geometrii tréjwymiarowej, to z dydaktycznego
i metodycznego punktu widzenia, zapoznawanie uczniéw z geometrig sfery,
wlasciwiej byloby rozpocza¢ wilasnie od dedykowanej aplikacji, pozbawionej
zbednego nadmiaru funkcji. Fakt, ze aplikacja zostala stworzona z wykorzystaniem
jezyka HTML, moze réwniez stanowi¢ inspiracj¢ do tworzenia nieszablonowych
rozwigzan edukacyjnych.
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