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WYZNACZANIE NIEPEWNOSCI POMIARU PROMIENIA
OKREGU W TECHNICE WSPOLRZEDNOSCIOWEJ

Streszczenie: W artykule zaprezentowano opis algorytmu wyznaczania niepewno$ci pomiaru
promienia okrggu w przypadku pomiaréw wykonywanych na wspéirzgdnosciowej maszynie
pomiarowej. Przedstawione zostaly wyniki obliczen niepewnos$ci dla wybranej strategii
probkowania okregu. Wykonane zostaty analizy wptywu potozenia i zorientowania okrggu w
uktadzie wspéirzednych na warto$¢ niepewnosci.

Stowa kluczowe: niepewno$¢ pomiaru, wspodtrzednosciowa technika pomiarowa

EVALUATION OF UNCERTAINTY OF COORDINATE
MEASUREMENT OF CIRCLE RADIUS

Summary: The paper presents a description of the algorithm for evaluation uncertainty
of measurements of circle radius performed on a coordinate measuring machine. The results
of evaluation of uncertainty for a given probing strategy of a circle are presented. The analysis
of the impact of position and orientation of a circle (in the coordinate system) on measurement
uncertainty was performed.

Keywords: measurement uncertainty, coordinate measuring technique

1. Wstep

Niewatpliwie najlepsza metodg szacowania niepewnosci jest metoda
eksperymentalna wykorzystujagca wywzorcowany artefakt. Jednak aktualna wersja
ISO 15530-3 [3] nadmiernie skupia si¢ na rzadko spotykanych metodach pomiaru,
ktére moga mie¢ miejsce w laboratoriach wzorcujacych. ,,Pomiar z podstawieniem”
jest stosowany w pomiarach przedmiotdéw o prostej konstrukcji, gdzie dzieki
dysponowaniu doktadnym przedmiotem wzorcowym mozna wykorzystaé¢ zaletg
pomiaru rdéznicowego wynikajaca z faktu, ze wspétrzednosciowa maszyna
pomiarowa (CMM) mierzy jedynie male r6znice migdzy wyrobem a przedmiotem
wzorcowym wig¢c na niepewno$¢ pomiaru najwigkszy wplyw ma dokladnosé
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przedmiotu wzorcowego. Korygowanie bledu systematycznego w ,,pomiarze bez
podstawienia” jest mozliwe jesli przedmiot jest mierzony zawsze doktadnie w tym
samym miejscu przestrzeni CMM. Ponadto bez wigkszego problemu korygowac
mozna jedynie wymiary. Korygowanie pozycji jest mozliwe, ale wymaga zachowania
ostrozno$ci przy wykonywaniu obliczen. Korekcja w przypadku innych
charakterystyk jest praktycznie niemozliwa.

Tak wigc procedury opisane w ISO 15530 [3] nie nadaja si¢ do zastosowan
przemystowych [7]. W warunkach przemystowych mozliwe jest wykorzystanie
procedury z ISO 15530-3 [3] dotyczacej ,,pomiaru bez podstawienia”, jednak pod
warunkiem ze zostanie wywzorcowany jeden z produkowanych przedmiotow.
Jedynie w takiej sytuacji mozliwe jest wykonanie cze¢sci eksperymentalnej procedury
poniewaz w warunkach przemystowych nie ma mozliwosci zmiany mocowania
przedmiotu do pomiaru, ani nie jest mozliwe wprowadzanie zadnych zmian
w programie pomiarowym. Zgodnie z [3] obliczony ,btad systematyczny” b moze
by¢ wlaczony do niepewnosci pomiaru przez dodanie jego bezwzglednej wartosci do
niepewno$ci rozszerzonej. Mozliwe sa jeszcze co najmniej dwie mozliwosci
wlaczenia ,,btgdu systematycznego” do niepewnosci. Mozna przyjac, ze b ma rozktad
dwuwarto$ciowy i wtedy [5, 6]:

cal

U=k-\/u2 + uf + uf + b? (1)

Mozna tez nie oblicza¢ b a zamiast tego oblicza¢ u, jako pierwiastek z drugiego
momentu wzgledem zera [9]:

Up = \/%Z?=1(Yi = Xca1)? )

i wtedy

U=k- [uZ, +ul+uj (3)
Metodyke budowy modelu pomiaru wspéirzednosciowego stuzacego do szacowania
niepewnos$ci pomiaru metoda analizy wrazliwosci, wykorzystujacego wyniki
wzorcowania CMM oraz wspdtrzedne minimalnej matematycznej liczby punktéw
niezbgdnych do zdefiniowania danej charakterystyki, przedstawiono w pracach [8, 9].

Mozna zwréci¢ uwage na trzy istotne zalety takiego podejscia do budowy modeli
pomiaru. Pierwsza to spelnienie warunku, ze model pomiaru powinien zawieraé
elementy wskazujace na zachowanie spéjno$ci pomiarowej, czyli uwypuklaé
podobienstwa modelu pomiaru i procedury wzorcowania CMM. Zar6wno w modelu,
jak 1w czasie wzorcowania wystepuje pomiar dtugosci dowolnie zorientowanego
odcinka w obszarze roboczym CMM jako odlegto$ci pary punktdw. Druga to fakt, ze
ten spos6b modelowania wyjasnia istot¢ pomiaréw wspoétrzedno$ciowych: kazda
charakterystyke, zar6wno wymiar, jak i odchytke geometryczng zdefiniowang
w dowolnym ukladzie baz daje si¢ wyrazi¢ jako funkcje¢ odleglo$ci mierzonych
wzdluz osi uktadu wspétrzednych miedzy parami punktdw (czyli rdznic
wspotrzednych par punktdéw) a nastgpnie postepujac zgodnie z podejsciem GUM
utworzy¢ budzet niepewnosci pomiaru. Mozna tez wskazywa¢ na zwigzek modelu
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z budowa klasycznej CMM. CMM rzeczywiScie bezposrednio mierzy odleglosci
wzdluz poszczegblnych osi uktadow wspotrzednych, a uzyte do tego inkrementalne
uktady pomiarowe ditugosci, nalezy traktowac jak przyrzady ze zmiennym zerem
(patrz [1]). Trzecia zaletg jest wykorzystanie informacji o aktualnej doktadnosci
CMM zawartej] w wynikach jej ostatniego wzorcowania i/lub we wzorze na
najwi¢kszy dopuszczalny btad pomiaru dlugosci.

Model pomiaru powinien by¢ oczywiscie w petni zgodny z zasadg pomiaru, budowa
przyrzadu pomiarowego, itd., jednak nie zawsze bardziej ztozone modele sg lepsze od
modeli znacznie uproszczonych. Na ten temat wypowiada si¢ jednoznacznie
dokument ([4], p. 3.10): ,,Nawet w przypadku jednego szczegdlnego rodzaju pomiaru
moze istnie¢ wigcej niz jeden model”. Analizujac modele wirtualne CMM mozna
odnie§¢ wrazenie, ze cenione sg jedynie bardzo zlozone modele pomiaru
wspotrzednosciowego. Nawet w ([2], p. 6.2) w odniesieniu do metody analizy
wrazliwosci znajduje si¢ zdanie méwiace o tym, ze z uwagi na to, ze CMM sa
ztozonymi przyrzagdami pomiarowymi, bezposrednie wdrozenie tej techniki moze by¢
mozliwe tylko w przypadku ograniczonej liczby zadan pomiarowych. Modele
wirtualne CMM uwzgledniajace kinematyke (a bardziej zaawansowane réwniez
dynamike, czy zmiany temperaturowe) nadajg si¢ znakomicie do badania propagacji
btedéw geometrycznych i sg niezbedne w celu korekcji matematycznej. Z punktu
widzenia uzytkownika, CMM jest takim samym przyrzadem jak suwmiarka czy
czujnik, ktéra po prostu spelnia wymagania okres$lone przez producenta (lub
uzytkownika) wyrazone za pomocg wartosci lub wzoru na MPEg (w niektérych
przypadkach dodatkowo innych dopuszczalnych btedéw jak MPEp). Takie podejscie
jest réwnoznaczne z uznaniem, ze wszystkie btedy systematyczne zostaly
skorygowane (przez producenta).

Istnieje metodyka szacowania niepewno$ci pomiaru promienia okregu na podstawie
wzoru na promien okrggu opisanego na trdjkacie R = abc/4S. W wariancie, w ktérym
powierzchnia trjkata S jest obliczana ze wzoru Herona, promien da si¢ wyrazié
w bardzo prostej postaci, jako funkcj¢ wylacznie dtugosci bokéw trojkata. O ile
wszystkie charakterystyki geometryczne da si¢ wyrazi¢ jako funkcje réznic
wspotrzednych, to jest to jedyny przypadek, kiedy mozna bezpo$rednio skorzystaé
z ,dtugosci”. Oczywiscie, jezeli powierzchni¢ tréjkata wyrazi si¢ za pomoca
wspolrzednych wektoréw, korzystajac z interpretacji geometrycznej iloczynu
wektorowego, to promien bedzie funkcjg rdéznic wspolrzednych (sktadowych
wektorow).

W literaturze znalezé mozna metodyke i model szacowania niepewno$ci pomiaru
okregu lezacego w plaszczyznie. spelniajace warunek, ze mierzong wielko$¢ da si¢
wyrazi¢ jako funkcj¢ réznic wspoirzednych punktéw charakterystycznych. Celem
niniejszej pracy jest pokazanie, ze podobne podejscie jest mozliwe dla okregu
dowolnie usytuowanego w przestrzeni i poréwnanie uzyskanych wynikéw.

Wszystkie podane ponizej wyniki szacowania niepewnos$ci pomiaru promienia moga
by¢ wykorzystane na dwa sposoby:

e do analizy wplywu rozmieszczenia punktdéw probkowania zaréwno
w pomiarze promienia calego okregu, jak i w pomiarze promienia tuku
okregu,
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e przyjmujac, ze w pomiarze okrggu stosuje si¢ rOwnomierne rozmieszczenie
punktéw probkowania wyniki moga by¢ rozumiane jako oszacowanie od
gbry niepewno$ci pomiaru promienia, niezaleznie od liczby punktéw
proébkowania.

2. Algorytm
Srodek okregu O zostanie wyznaczony jako punkt przeciecia plaszczyzny ABC

i plaszczyzn symetralnych dwdch bokéw. Mozliwe jest wykorzystanie par bokéw AB
iAC,BAiBClub CAiCB (rys. 1).

Rysunek 1. Model pomiaru wspotrzednosciowego promienia okregu (przyktad dla
okregu lezqcego w ptaszczyznie xy)

Weczesniejsze analizy wykazaly, ze w kazdym z trzech wymienionych przypadkéw
otrzymuje si¢ rézne oszacowania niepewnosci pomiaru i jako wilasciwe nalezy
wybiera¢ najlepsze z nich. Ponizej zostang przedstawione obliczenia dla przypadku
uzycia bokéw AB i BC. Do obliczen uzyto réwnania parametryczne plaszczyzn
w postaci

X = X9 +suq + tvg “)
Yy =y + su, +tv, %)
Z = ZO + SU3 + tv3 (6)

gdzie: u;, v; — dowolne wektory rownolegte do ptaszczyzny, Po(xo, yo, zo) — dowolny
punkt ptaszczyzny.

Roéwnanie ptaszczyzny ABC zdefiniowano nastgpujaco. Py to A(as, az, as), u to
AB(abj, abz, abs), vto AC(ac, acz, acs) (w dalszej czgsci beda omdéwione jeszcze dwa
przypadki: Po= B, u=BA,v=BCiPo=C,u=CA,v=CB):

X = aq + s;ab; + tyacy @)
y = a, + s,ab, + tiac, 8)

z = az + syab; + tyacs )
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Roéwnanie plaszczyzny symetralnej odcinka AB mozna zdefiniowaé nast¢pujaco. Py
to Srodek odcinka AB, u i v to dowolne, wzajemnie prostopadte wektory, ktérych
iloczyn wektorowy jest wektorem AB (lub réwnolegltym do AB).

b

=4ty SaUyap T t2Vi4B (10)
b

=22 g SaUzap T+ taVagp (11)
b

=40y SUzgp + t2V3gsp (12)

Dla u mozna przyja¢ dwie sktadowe jako dane (np. obie réwne 1, ale oczywiscie obie
r6zne od zera). Koniecznie jest przyjecie tych sktadowych wektora u jako dane rézne
od zera, dla ktérych sktadowa wektora AB jest rowna lub bliska O.

W przypadku, kiedy AB jest rownoleglte (lub prawie rdwnolegle) do x to jako dane
rézne od zera muszg by¢ przyjete sktadowe uzap i usap. W przypadku, kiedy AB jest
réwnolegle (lub prawie réwnolegle) do y to jako dane rézne od zera musza byé
przyjete sktadowe uap 1 usap. W przypadku, kiedy AB jest rownoleglte (lub prawie
réwnolegle) do z to jako dane rézne od zera musza by¢ przyjete sktadowe ujag i uz48.

Trzecia sktadowa wektora u oblicza si¢ z warunku prostopadiosci do wektora AB,
czyli z warunku, ze iloczyn skalarny wektoréw u i AB jest rowny O.

ablulAB + aquZAB + ab3u3AB = 0 (13)
Jesli przyjeto uzap = 1 1 uzap = 1 to sktadowa u;ap oblicza si¢ wedtug wzoru

abauzap+absuzap

Uppp = —— . — (14)

abq
Jesli przyjeto uiap = 1 1 usap = 1 to sktadowa uz4p oblicza si¢ wedtug wzoru

abiujgp+abzuzap (15)

u = —
2AB ab,

Jesli przyjeto uiap = 1 1 uzap = 1 to sktadowa usap oblicza si¢ wedtug wzoru

abiuigpt+abauz4B (16)

U3pp = —
34B b,

Zeby uwolni¢ si¢ od rozmytego stwierdzenia ,,prawie réwnolegle”, bezpieczne bedzie
obliczanie tej sktadowej wektora u dla ktérej sktadowa wektora AB jest najwigksza, a
przyjmowanie jako réwnych jednosci pozostatych dwéch sktadowych.

Wektor v mozna obliczy¢ jako iloczyn wektorowy u i AB
i j k

V=uXAB = |Ujap Uzap Uzsp a7

ab, ab, abs
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czyli
Viap = UpapAbs — Uzspab, (18)
Vyap = Ugap@by — Uyapabs (19)
V3ap = UpapAby — Uz paby (20)

Roéwnanie ptaszczyzny symetralnej odcinka AC mozna zdefiniowa¢ analogicznie do
przypadku ptaszczyzny symetralnej do AB. Py to jego Srodek, u i v to jakiekolwiek,
wzajemnie prostopadte wektory, ktérych iloczyn wektorowy jest wektorem AC.

Jesli AC jest rownolegte (lub prawie réwnolegte) do x to nalezy przyjac uzac = 11 uszac
=1 a ujac obliczy¢ wedtug wzoru:

acauzactaczuzac (21)

u = -
1AC acy

Jesli AC jest rownolegte (lub prawie rownolegle) do y to nalezy przyjac uac =1 i usac
=1 a uzac obliczy¢ wedtug wzoru:

_ acjuiactacsusac (22)

u =
2AC ac,

Jesli AC jest rownolegte (lub prawie rownolegte) do z to nalezy przyjacé usac =11 uzac

=1 a uszac obliczy¢ wedtug wzoru:

acjuigctacauzac (23)

u = -
3AC acs

Zeby uwolnié sie od rozmytego stwierdzenia ,,prawie réwnolegle”, nalezy obliczaé te
sktadowag wektora u;ac dla ktérej sktadowa wektora AC jest najwicksza, a przyjmowac
jako rowne jednosci pozostate dwie sktadowe.

Nastepnie otrzymuje si¢ rOwnanie ptaszczyzny:

ajs+cq

X === T S3Uiac T taV1ac (24
ap+c
y = L2+ S3Upac + taVauc (25)
az+c
==+ S3Uzac + t3Vsac (26)
gdzie
i j k
v=uXAC = |ujac Uzac Usac (27)
ac; ac, acs
czyli
Viac = U4cAC3 — U3ycals (28)
Vaac = U34cAC1 — UgucACs (29)

VUzac = UpacACy — UpacdlCy (30)
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Ponizsze obliczenia dotycza tylko przypadku gdy uzas, usap, U2ac 1 usac s rdwne 1,
a ujap 1 ujac s obliczane

Po wstawieniu do (10), (11), (12) u;ap obliczane wg (14), a pozostale réwne 1
otrzymuje sig¢:

+h b +ab
x = a12 lis, (— W) + t,(Upppab; — Uz pab,) (31)
1
__aztb; n +t b abauzap+abzuszap b 32
Y= T Sallagp T (Usap@01 — (— 7 - aos (32)
+b b +ab
_ a32 3 4 Sylsap + b ((_a zuzAL:lba 3u3AB) ab, — uZABabl) (33)
1

Po wstawieniu do (24), (25), (26) usac obliczane wg (14), a pozostale réwne 1
otrzymuje si¢:

_ a;+cq acuzActaczuzac
= + 53 (_ e ) + t3(Upacacs — ugycacy) (34)
_ az+cy acauzpctaczusasc

Y =" T SsUpc T3 (uSACaCI - (_ e )ac3) (35)
_ az+cs acauzpctacsusac
== + S3Uzyc T E5 ((— . ) ac, — uZACaq) 36)

Rozwiazanie uktadu 9 réwnan: (7) — (9), (31) — (36) z niewiadomymi sy, ?,, S2, t2, 53,
13, x, y 1 z mozna rozpocza¢ od wyeliminowania x, y i z.

Przyréwnujac réwnania (7) — (9) odpowiednio do (31) — (33) i do (34) — (36)
otrzymuje si¢ nast¢pujace rGwnania:

ai+b abyuzapt+absuszap
a1 + Slabl + tlacl = 12 1_ Sz ( 272 ab, 3738 ) + tz(uzABab3 -
usapab,) 37
az+b
a; +s1ab; + tiac; = ==+ SyUzap + 4y (u3ABab1 +
abyu +abszu
( 2Uz4B+ab3 3AB) ab3)- (38)
abq
as+b abyu; +abzu
a3 + Slab3 + tlaC3 = 32 3 + Szu3AB - tz ((w) abz +
1

UzaB abl) (39)

ajitc acauzactacsusac
aq + Slabl + tlacl = 12 1 S3 ( z2 ac EL ) + t3(u2ACaC3 -

U34cAC2) 40)
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az

a, + s;ab, + tyac, = 2+C2 + S3Uzsc t+ 83 (uSACacl +
(Ccataactacsisac) o, ) @D

acy

az+c acu +aczu
a3 + Slab3 + t1a63 = 32 3 + S3u3AC - t3 ((%133‘46) aCZ +

Uzac aC1> 42)

Po uporzadkowaniu i (wazne) po zastgpieniu réznic b; - a;, ¢i - a; oraz c¢; - b;
odpowiednio przez ab;, ac; i bc; otrzymuje sig:

siab; + tiacy + s, (%) — ty(ugapabs — usygab,) = aTbl (43)
S1aby + tyac, — Sylpup — ty (u3ABab1 + (W) ab3) = asz (44)
S1abs + tyacs — Syugup + ty ((W) ab, + uZABab1> = aTb3 (45)
siab; + tiacy + s3 (%:Cﬂ“c) — t3(Uppcacs — Usycacy) = % (46)
S1aby + tyac, — S3ly,c — ts (u3ACac1 + (%:%u“c) ac3) = aTCZ 47)

acUpactacsUsac

Slab3 + tlaC3 — S3U3ac + t3 <( )aCZ + uZACaC1> = % (48)

acy

Uktad réwnan (liniowych) rozwigzano na wielkosciach ogélnych w Maple po
uprzednim przedstawieniu go w zapisie macierzowym:

Lx=b (49)
Wektor niewiadomych ma postaé

x = [s1, 11,52, t5, 53, t5] (50)
Pozostate elementy réwnania macierzowego (49) sa nastepujace:

b =[ab,/2,ac,/2,ab,/2,ac,/2,abs/2,ac;/2] (618

ab; ac Lis L4 0 0
ab; ac 0 0 Lys  Log
abz aC2 _uzAB L34 0 0
abz aCZ 0 0 _u2AC L46 | (52)
ab3 aC3 _u3AB L54 0 0

ab3 aC3 0 0 _u3AC L66J

.
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gdzie:
__ abjyuzgptabzuzgp
abq
Lis = —Uyapabs + uzspab, (54)
__acxuzpctacsuzac
L,g = —224c 3 34¢C (55)
acy
Ly = —Uppcacs + ugycac, (56)
_ abzuzap+absuzap
L3y = —usgpab, — (—ab1 ab; (57)
_ acyuzgctaczuzac
Lye = —Uzpcac, — (—a01 )ac3 (58)
_ [abyuzaptabzuzgp
Lg, = (—ab1 )ab2 + U, pab; 59)

_ (acauzactaczuzac
L66 -
acqy

) acy, + Uyacac; (60)

Po rozwigzaniu uktadu réwnan (znajac s; i #;) mozna z réwnan (7) — (9) obliczy¢
wspotrzedne $rodka okrggu O(xo, yo, zo) i nastgpnie R jako odlegto§¢ dowolnego
punktu A od $rodka O.

R= \/(a1 —01)% + (a; — 0,)% + (a3 — 03)? (61)

Po drobnych przeksztalceniach otrzymuje si¢ nastepujace wzory na elementy wzoru
(61) na promien:

al - 01 = _(Slabl + tlacl) (62)
a, — o, = —(s;ab, + tyac,) (63)
a3 - 03 = —(Slab3 + t1a63) (64)

Dzigki tym przeksztalceniom R jest funkcja wylacznie réznic wspotrzednych (we
wzorze nie moze by¢ wspoétrzednych punktow).

Do budowy budzetu niepewnosci potrzebne jest obliczenie pochodnych czastkowych
promienia R po poszczegdlnych réznicach wspoétrzednych

3. Wyrazenie parametréw okregu jako funkcji wspélrzednych

Jak wspomniano we wstgpie, naturalnym modelem pomiaréw wspéirzgdnosciowych
jest wyrazenie mierzonych charakterystyk w funkcji réznic wspétrzednych. Uzycie
jako wielkosci wejsciowych wspéirzednych punktéw jest nienaturalne poniewaz dla
tego samego zadania wielkoSci wejSciowe istotnie zmieniaja si¢ w zalezno$ci od
polozenia i orientacji uktadu wspétrzednych. W niniejszym rozdziale wykonano
analiz¢ mozliwosci wykorzystania modeli wykorzystujacych wspotrzedne. Przyjeto
wstepnie, ze odpowiednie bedzie takie przyjecie uktadu, dla ktérego obliczona w taki
spos6b warto$¢ niepewnos$ci pomiaru jest najmniejsza z mozliwych.
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4. Przyklady

4.1. Przyklad 1 Dwa punkty na Srednicy wzdluz osi x

Dla danych A = (50, 110, 40), B = (0, 60, 40), C= (100, 60, 40) (rys. 2) oraz dla CMM
0o MPE = 2+4L/1000 i wspdtczynniku A = 3 (algorytm obliczania wartosci
. . . . . . . 1

wspoélczynnika znajduje si¢ w [10]) otrzymuje si¢ s; = > = 0; 52=0; 2= 0;
§3= — g; 3= %, srodek O (50, 60, 40) i promien R = 50.

Budzet niepewnosci dla modelu wykorzystujacego wektory AB i AC przedstawiono
w tabeli 1, dla modelu wykorzystujacego wektory BA i BC — w tabeli 2, a dla modelu
wykorzystujacego wektory CA i CB — w tabeli 3.
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Rysunek 2. Model pomiaru wspotrzednosciowego promienia okregu (przyktad dla
okregu lezqcego w plaszczyznie xy i z punktami B i C wyznaczajqcymi srednice)

Tabela 1. Budzet niepewnosci pomiaru promienia okregu dla modelu
wykorzystujgcego wektory AB i AC oraz rozmieszczenia punktow wg rys. 2

Sktadnik Xi, mm O0R/0x; | ui,pm OR/0x;  u;, um
abi -50 -0,5 0,73 -0,37
ab -50 0 0,73 0
abs 0 0 0,67 0
aci 50 0,5 0,73 0,37
acz -50 0 0,73 0
acs 0 0 0,67 0

u= 0,52
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Tabela 2. Budzet niepewnosci pomiaru promienia okregu dla modelu
wykorzystujgcego wektory BA i BC oraz rozmieszczenia punktow wg rys. 2
Sktadnik Xi, mm dR/0x; ui, Lm dR/0x;  u;, um
bci 100 0,50 0,80 0,40
bc2 0 0 0,67 0
bes 0 0 0,67 0
bai 50 0 0,73 0
baz 50 0 0,73 0
bas 0 0 0,67 0
u= 0,40
Tabela 3. Budzet niepewnosci pomiaru promienia okregu dla modelu

wykorzystujgcego wektory CA i CB dla rozmieszczenia punktow wg rys. 2

Sktadnik Xi, mm dR/0x; Ui, km dR/0x; - u;, pm
cai -50 0 0,73 0
caz 50 0 0,73 0
cas 0 0 0,67 0
cbi -100 -0,50 0,80 -0,40
ch2 0 0 0,67 0
cbs 0 0 0,67 0
u= 0,40

W przedstawionym przykladzie najmniejsza warto$¢ niepewnosci (0,4 m) wystepuje
dla modelu wykorzystujacego wektory BA i BC oraz wektory CA i CB i jako wlasciwy
budzet nalezy przyjac¢ ten z tabeli 2 lub 3. Nalezy zauwazy¢, ze jedyny niezerowy
sktadnik niepewnosci jest w obu przypadkach zwigzany ze sktadowa bc;. Wynika to
z faktu, ze wyznaczajace $rednicg punkty B i C lezg na prostej rownolegtej do osi x.
Obliczenia dla modelu przedstawiajacego parametry okregu w funkcji
wspotrzednych.

W przypadku, kiedy parametry okregu sa wyrazone jako funkcje wspoirzednych
punktéw mozna wykona¢ analizy dla wszystkich parametréw okregu, tzn. promienia
i wspétrzednych $rodka. Obliczone pochodne zostana przedstawione w postaci
jakobianu. Jakobiany przedstawiono w tabeli 4.

Tabela 4. Pochodne czgstkowe (jakobian) dla wspotrzednych srodka i promienia
okregu potraktowanych jako funkcje wspotrzednych punktow A, B i C, dla
rozmieszczenia punktow wedtug rys. 2.

. axs adys dzs oR
dx dx dx dx
aj 0 0 0 0
az 0 1 0 0
as 0 0 0 0
b 0,5 0,5 0 -0,5
b2 0 0 0 0
b3 0 0 0,5 0
i 0,5 -0,5 0 0,5
c2 0 0 0 0
c3 0 0 0,5 0
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Budzety niepewnosci zostana wykonane jedynie dla promienia. Okazuje si¢, Zze na
niepewno$¢ pomiaru ma wplyw potozenie uktadu wspétrzgdnych wzgledem okregu.
Dla przypadku rozmieszczenia punktow jak na rys. 2, najmniejsza warto$¢
niepewno$ci pomiaru promienia ma miejsce, kiedy wspétrzedna x Srodka okregu
wynosi 0 (rys. 3).
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Rysunek 3. Usytuowanie okregu wzgledem uktadu wspotrzednych dla ktorego
otrzymuje sig¢ najmniejszq wartosS¢ niepewnosci pomiaru promienia

Budzet niepewnosci dla takiego przypadku przedstawiono w tabeli 5.

Tabela 5. Budzet niepewnosci pomiaru promienia okregu, w ktorym promien jest
wyrazony w postaci funkcji wspotrzednych punktow oraz dla rozmieszczenia punktow

wg rys. 3

Sktadnik Xi, mm O0R/0x; | ui,pm OR/0x;  u;, um
aj 0 0 0,67 0
az 110 0 0,81 0
as 40 0 0,72 0
bi -50 -0,5 0,73 -0,37
b2 60 0 0,75 0
b3 40 0 0,72 0
c 50 0,5 0,73 0,37
c2 60 0 0,75 0
3 40 0 0,72 0

u= 0,52

Zmiana potozenia uktadu wspétrzednych od tego miejsca wzdtuz osi x, w obrgbie
odcinka AB wywotluje nieznaczne zmiany obliczanych warto$ci niepewnosci,
natomiast po wyj$ciu poza ten odcinek obliczone warto$ci rosng (rys. 4).
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Rysunek 4. Wptyw zmiany potozenia uktadu wspotrzednych wzdtuz osi x wzgledem
okregu

Przy przesuwaniu uktadu wzdtuz osi y, jak réwniez wzdluz osi z nie obserwuje si¢
zmian obliczanych wartosci. Z wykonanej analizy wynika, ze budzety niepewnosci
dla modeli w ktérych promien jest wyrazony w funkcji wspoétrzednych nalezy
sporzadza¢ dla przypadku gdy okrag lezy w ptaszczyznie oktadu wspétrzednych,
a poczatek uktadu jest w srodku okregu.

4.2. Przyklad 2 Dwa punkty na Srednicy — wplyw obrotu wokol osi z ukladu
wspolrzednych

Rysunek 5. Model pomiaru wspotrzednosciowego promienia okregu (przyktad dla
okregu lezqcego w plaszczyznie xy i z punktami B i C wyznaczajqcymi srednice)

Budzet niepewnosci dla modelu wykorzystujacego wektory AB i AC przedstawiono
w tabeli 6, dla modelu wykorzystujacego wektory BA i BC — w tabeli 7, a dla modelu
wykorzystujacego wektory CA i CB — w tabeli 8.
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Tabela 6. Budzet

niepewnosci

pomiaru promienia okregu dla modelu
wykorzystujgcego wektory AB i AC oraz rozmieszczenia punktow wg rys. 5

Sktadnik Xi, mm O0R/0x; | ui,pm dR/0x;  u;, um

abj 0 -0,35 0,67 -0,24

ab> -70,7 -0,35 0,76 -0,27

abs 0 0 0,67 0

aci 70,7 0,35 0,76 0,27

acz 0 0,35 0,67 0,24

acs 0 0 0,67 0
u= 0,51

Tabela 7. Budzet niepewnosci pomiaru promienia okregu dla modelu

wykorzystujgcego wektory BA i BC oraz rozmieszczenia punktow wg rys. 5

Sktadnik Xi, mm O0R/0x; | ui,pm dR/0x;  u;, pm

bci 70,7 0,35 0,76 0,27

bc2 70,7 0,35 0,76 0,27

bes 0 0 0,67 0

bai 0 0 0,67 0

ba 70,7 0 0,76 0

bas 0 0 0,67 0
u= 0,38

Tabela 8. Budzet niepewnosci pomiaru promienia okregu dla modelu

wykorzystujgcego wektory CA i CB dla rozmieszczenia punktow wg rys. 5

Sktadnik Xi, mm O0R/0x; | ui,pm OR/0x;  u;, pm

cai -70,7 0 0,76 0
caz 0 0 0,67 0
ca3 0 0 0,67 0
chi -70,7 -0,35 0,76 -0,27
ch2 -70,7 -0,35 0,76 -0,27
cbs 0 0 0,67 0

u= 0,38

W przedstawionym przyktadzie najmniejsza warto$¢ niepewnosci (0,38 pm)
wystepuje dla modelu wykorzystujacego wektory BA i BC oraz wektory CA i CB
i jako wiasciwy budzet nalezy przyjac ten z tabeli 7 lub 8. Mozna uznaé, ze wpltyw
obrotu jest znikomy.

Obliczenia dla
wspotrzednych.

modelu przedstawiajgcego parametry okrggu w  funkcji

W przypadku, kiedy parametry okrggu sa wyrazone jako funkcje wspoirzednych
punktéw mozna wykona¢ analizy dla wszystkich parametréw okregu, tzn. promienia
i wspoétrzednych $rodka. Obliczone pochodne zostana przedstawione w postaci
jakobianu.
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Jakobian przedstawiono w tabeli 9.

Tabela 9. Pochodne czgstkowe (jakobian) dla wspotrzednych srodka i promienia
okregu potraktowanych jako funkcje wspotrzednych punktow A, B i C, dla
rozmieszczenia punktow wedtug rys. 5.

N axs adys dzs oR
dx dx dx dx
ai 0,5 -0,5 0 0
az -0,5 0,5 0 0
as 0 0 0 0
bi 0 0,5 0 -0,35
b2 0 0,5 0 -0,35
bs 0 0 0,5 0
i 0,5 0 0 0,35
c2 0,5 0 0 0,35
c3 0 0 0,5 0

Budzet niepewnosci zostanie wykonany jedynie dla promienia, przedstawiony zostat

w tabeli 10.

Tabela 10. Budzet niepewnosci pomiaru promienia okregu, w ktorym promien jest
wyrazony w postaci funkcji wspotrzednych punktow oraz dla rozmieszczenia punktow

wg rys. 5
Sktadnik Xi, mm O0R/0x; | ui,pm OR/0x;  u;, um
ai -35,3553 0 0,71 0
az 35,3553 0 0,71 0
as 40 0 0,72 0
bi -35,3553 -0,35 0,71 -0,25
b2 -35,3553 -0,35 0,71 -0,25
b3 40 0 0,72 0
ci 35,3553 0,35 0,71 0,25
c2 35,3553 0,35 0,71 0,25
3 40 0 0,72 0
u= 0,50

Nie ma wplywu obrét uktadu wspdtrzgdnych — przy innej orientacji wynik byt

podobny (0,52 pm)
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4.3. Przyklad 3 Dwa punkty na Srednicy — wplyw obrotu w przestrzeni wzgledem
ukladu wspétrzednych

®
o
—F—

Rysunek 6. Model pomiaru wspotrzednosciowego promienia okregu (przyktad dla
okregu lezqcego w plaszczyznie wyraznie odchylonej od ptaszczyzn uktadu
wspotrzednych)

Budzet niepewnosci dla modelu wykorzystujacego wektory AB i AC przedstawiono
w tabeli 11, dla modelu wykorzystujacego wektory BA i BC — w tabeli 12, a dla
modelu wykorzystujacego wektory CA i CB — w tabeli 13.

Tabela 11. Budzet niepewnosci pomiaru promienia okregu dla modelu
wykorzystujgcego wektory AB i AC oraz rozmieszczenia punktow wg rys. 6

Sktadnik Xi, mm O0R/0x; | ui,pm dR/0x;  u;, um
abi -17,68 -0,25 0,69 -0,17
abz -67,68 -0,25 0,76 -0,19
abs 10,36 0,35 0,68 0,24
aci 32,32 0,25 0,71 0,18
acz -17,68 0,25 0,69 0,17
acs -60,36 -0,35 0,75 -0,26

u= 0,50
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Tabela 12. Budzet

wykorzystujgcego wektory BA i BC oraz rozmieszczenia punktow wg rys. 6

niepewnosci pomiaru promienia okregu dla modelu

Sktadnik Xi, mm O0R/0x; | ui,pm dR/0x;  u;, um

bci 50 0,25 0,73 0,18

bc2 50 0,25 0,73 0,18

bcs -70,71 -0,35 0,76 -0,27

bai 17,68 0 0,69 0

ba 67,68 0 0,76 0

bas -10,36 0 0,68 0
u= 0,37

Tabela 13. Budzet niepewnosci pomiaru promienia okregu dla modelu

wykorzystujgcego wektory CA i CB dla rozmieszczenia punktow wg rys. 6

Sktadnik Xi, mm dR/0x; Ui, km dR/0x; - u;, pm

cai -32,32 0 0,71 0

caz 17,68 0 0,69 0

cas 60,36 0 0,75 0

chi -50 -0,25 0,73 -0,18

ch2 -50 -0,25 0,73 -0,18

cbs 70,71 0,35 0,76 0,27
u= 0,37

W przedstawionym przyktadzie najmniejsza warto$¢ niepewnosci (0,37 pm)
wystepuje dla modelu wykorzystujacego wektory BA i1 BC oraz wektory CA i CB
i jako wtasciwy budzet nalezy przyjac ten z tablicy 12 lub 13. Potwierdza si¢ wniosek,
ze nie ma wptywu orientacja uktadu wspoirzednych.

5. Podsumowanie

Wykonane analizy dotyczace szacowania niepewno$ci pomiaru promienia okregu
wykazaty, ze na warto$§¢ niepewno$ci wplyw ma polozenie punktéw prébkowania
wzgledem zera ukladu wspdtrzgdnych. W analizowanym okregu lezacym
w plaszczyznie xy istotny wptyw na niepewnos$¢ ma jedynie zmiana potozenia wzdtuz
osi x, przesuwanie punktdw probkowania wzdluz osi y i z nie wplywa na zmiang
niepewnos$ci pomiaru.

Obliczenia dotyczace wplywu obracania punktéw mierzonych zaréwno wzgledem
jednej z osi uktadu wspoétrzednych (w analizowanym przyktadzie wzgledem osi z),
jak 1 obrotu wzgledem wszystkich osi jednocze$nie nie maja wptywu na warto$¢
niepewnosci.
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